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Es ist wohl nicht zu verkennen, dass, bei den vielseitigen Be- 
strebungen, die, theils zur Erweiterung, theils zur festern Be- 
gründung der transcendenten Analysis, mit so ausgezeichnetem 
Erfolge, angewandt worden sind, die Variations-Rechnung, wel- 
che unstreitig auf der höchsten Abstraction beruht, zu der sich 


die Mathematik bis jetzt erhoben hat, zu lange unberück- 


sichtigt geblieben ist. Denn, in derselben Gestalt, in welcher 


sie von ihrem grossen Erfinder, LacrAanGE, geschaffen, und von 
dem unsterblichen Evrer weiter ausgebildet wurde, gieng sie, 
oft leider noch auf eine sehr unvollständige Weise, in die 


Lehrbücher der Integral-Rechnung über, und befindet sie sich 


noch. Im Gegentheil ist sogar die Meinung ausgesprochen 
worden, dass entweder es überhaupt nicht möglich seyn dürfte, 


ihr ein evidenteres Prinzip unterzulegen #); oder dass solches 


*") Textor in seinem Werke über die höhere Analysis. 
/ 
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nur mit Aufopferung Ihrer Einfachheit ed Eleganz würde ge- 
schehen können *), d 
Der Verfasser der vorliegenden Schrift, der-zwischen dem 
| Prinzipe und dem Algorithmus in der Analysis einen wesentli-. 
chen Unterschied zu finden glaubt, kann so wenig die eine, 
als die andere dieser Aeusserungen unterschreiben, und es ist 
besonders die erstere, welche ihn angeregt hat, seine Kräfte 
in dieser Beziehung zu prüfen. So entstand das Werk, wel- 
ches er hiemit dem mathematischen Publicum anzubieten wagt, 
und mit welchem er keine andere Absicht verbindet, als dem 
Gegenstande eine Darstellung zu verschaffen, die, sowohl in 
Beziehung auf die Prinzipien, als die Form, den Umfang, und 
den Zusammenhang, dem gegenwärtigen Zustande der Analysis 
mehr angemessen seyn sollte. 

Das Werk zerfällt in vier Kapital, von denen das erste 
die Prinzipien des Calcüls enthält. Der Verfasser fand es dem 
vorgesetzten Zwecke angemessen, die bisherige, unstreitig etwas 
beschränkte Definition vom Variation, und deren Versinnlichung 
durch geometrische Betrachtungen, gänzlich fallen zu lassen, an 
deren Statt eine allgemeinere, rein analytische: zu stellen, und 
die daraus erwachsende Aufgabe mit. Beziehung auf die ver- 
schiedenen analytischen Hauptformen nach und nach zur Lösung 


zu bıingen. Dies ist der Inhalt des ersten Kapitels, welches 


'”) Laecroix in der Vorrede zu seinem Traite du calcul. diff, et integral, 


Ey 


also, der Form nach neu, Betrachtungen enthält, die, mit einer 
geringen Ausnahme, der Variations- Rechnung bisher fremd 
waren. | 

Das zweite Kapitel beschäftigt sich vorzugsweise mit dem- 
jenigen, was den Gegenstand der gewöhnlichen Variations-Rech- 
nung auszumachen pflegt, hier aber als eine besondere Auf- 
gabe, und, in gewisser ‘Beziehung, von der niedrigsten Potenz 
erscheint, Der Verfasser schmeichelt sich indess, dass die 
Darstellung dieser Materie, sowohl in Rücksicht der Ordnung, 
als der Form, Vollständigkeit und Allgemeinheit, gewonnen 
habe. 

Das dritte Kapitel enthält die Anwendung der Variations- 
Rechnung auf die Bestimmung des Grössten und Kleinsten. 
In Folge des rein analytischen Standpunktes, von welchem der 
Verfasser seinen Auslauf genommen hat, wird auch diese Auf- 
sabe in eben dem Sinne aufgestellt, und für eine jede der 
Hauptformen zur Lösung gebracht. Damit die Bedeutung die- 
‚ses Problems und die Modificationen, welche die Lösung des- 
selben, nach Massgabe der zu Grunde liegenden analytischen 
Formel annimmt, desto klarer hervortreten, wird dieselbe von 
Vorne aufgenommen, und bis zu den unbestimmten Integral- 
Ausdrücken allmählig fortgeführt. Wiewohl der Verfasser hier 
wiederum das Gebiet der gewölinlichen Variations-Rechnung 


zu betreten anfıng; so forderte dennoch mehreres eine tiefer 


ee 
eingeliende Betrachtung. Die Weise, auf welche überhaupt 
nur der, dem Maximum und Minimum gemeinschaftlichen Be- 
dingung genügt werden kann; der analytische Sinn der Grenz- 
gleichungen; ihre Anzahl nach Massgabe der Form des vorge- 
gebenen Integral-Ausdruckes; die Art, auf welche schon diese 
die Existenz eines Maximums ‘oder Minimums bedingen; das 
Criterium in dieser Beziehung, aus der Variation der zweiten 
Ordnung entlehnt; die Methode, Bedingungsgleichungen für die 
Grenzen, besonders unter einem geometrischen Gesichtspunkte 
gegeben, zu berücksichtigen, — dies” sind die Punkte, welche 
er, theils zur Sprache zu bringen, theils umständlicher zu 
erörtern. sich bestrebt hat, als solches bisher geschehen war. 
Zur Verdeutlichung des Gegenstandes ist dieses Kapitel mit 
Beispielen durchwebt worden. | 

Um die Darstellung der Methode, auf welche der Verfasser 
sein Hauptaugenmerk gerichtet hatte, nicht zu ‚unterbrechen, 
hatte er sich genöthigt gesehen, mehrere Bemerkungen, die 
nicht ganz ohne Interesse seyn dürften, unerörtert zu lassen. 
Sowohl um diese nachzuholen, als auch aus Rücksicht auf die 
Newtonische Sentenz: in addiscendis scentüs exempla plus pro- 
sunt, quam praecepta, ist ein viertes Kapitel hinzugefügt WOT- 
den, welches eine kleine Sammlung von Beispielen enthält, bei 
deren Auswahl also besonders die formale Seite in Betracht gezo- 


gen worden ist. Dieselben sind grösstentheils aus dem Werke 


U NEEN ei 


jenes ausserordentlichen Mannes,’ dessen Andenken die Kenner 
mit, Recht ihre Verehrung und Bewunderung zollen, ‚entlehnt 
worden, bekannt unter dem Titel: Methodus Shuiemzandi dineas 
eurvas ‚maximi minimive proprielate gaudentes etc. Lausannae, 
1744. Der Verfasser schmeichelt sich, dass eine aufmerksame 
Vergleichung der dortigen Auflösungen mit den jetzigen den 
ihnen hier' gewidmeten Platz reclıtfertigen werde. 

Die Vergleichung der vorliegenden Schrift mit der späte- 
sten Arbeit Lacrange's über diesen Gegenstand, und nahment- 
lich mit dem letzten Abschnitt in der zweiten Ausgabe seiner 
Lecons sur le calcul des Fonctions, welche Ausgabe der Ver- 
fasser übrigens erst während .der Bearbeitung dieses Werkes 
kennen lernte, wird zwar eine Uebereinstimmung in einigen 
der Grundbegriffe, aber auch eine-merkliche Verschiedenheit in 
der Entwickelung derselben walırnehmen lassen; indem es be- 
sonders die beabsichtigte grössere Allgemeinheit war, die,den 
Verfasser zu seiner Darstellung führte. Die schönen Elimina- 
tions-Methoden indess, mit welchen der grosse Mann seine 
Darstellung, obgleich nur factisch, ausgestattet hat, sind so 
viel als möglich benutzt worden. 

Zur sinnlichen Darstellung seiner Begriffe hat es der Ver- 
fasser angemessen gefunden, sich ein paar neuer Benennungen 
zu bedienen; und obgleich er sich übrigens, um sich gegen 


den Schein einer blossen Neuerungssucht so viel als möglich 


— vo 
zu verwahren, an die Leibnitz-Eulersche Bezeichnung, nach 
welcher die partiellen Differenzial-Coefhicienten umklammert 
werden, anzuschliessen bestrebt hat, so sind die Klammern 
dennoch hin und wieder auch gebraucht worden, um Expo- 
nenten an diese Grössen anzuhängen. Sowohl mit Beziehung 
auf die eine, als auf die andere dieser Kleinigkeiten, wie auch 
mit Beziehung auf die, aller angewandten Sorgfalt ungeachtet, 
zurückgebliebenen Druckfehler, von denen ein Verzeichniss dem 
Werke beigefügt worden ist, hofft er, un die se der 
Kenner rechnen zu dürfen. ' 

Besonders erfreulich würde es dem Verfasser seyn, wenn 
es ihm zugleich gelungen wäre, auch nur den Wenigen im 
Deutschen Vaterlande in ihren Bestrebungen einigen Vorschub 
zu leisten, die den innern Beruf fühlen, sich dem Studium ei- 
ner Wissenschaft zu widmen, die unstreitig eben so sehr ihre 


— 


Schwierigkeiten, ‚als ihre eigenthümlichen Reize hat. 
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— beide diese lies diese beiden. 

— gn@+n lies QR+), 

— offenbar zu einer lies offenbar, wofern man 
die ute in A enthaltene Constante dergestalt 


d’-! f. “,. f} - 
AA -P—ı sei, zu ei- 


bestimmt, dass £ + 
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Von Seite 75 bis 199 im Columnen-Titel anstatt Gröst. lies Grösst. 


Seite 77, Zeile 6 v. unt,, anstatt so wohl lies sowohl. 


82, 


araınn Ma a. re substituirt. 
ONE Bad: Sins Er 

3 v. oben, —_— liess 4 x 

ıyvunt, — uhr lies to 

BERNER. Barcl ist lies sei. 
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4 v. oben, anstatt Jutegral-Formelu lies: Integral-Formeln 


6 v. unten Pur parziellen lies partiellen. 

8 v. oben, —_ negative lies negativ. 

re — woraus b’A-a?ß lies woraus b?8=a a?ß, 
; und ferner 2 4 ı==o hervorgeht, wel- 


ches u. Ss. w. 
dyı) .. dy..) 
—_ ıe ad 
da ad db 
2 v. unt., — Integrationszeichen lies Integrations- 
Zeichen. 
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Bekanntlich ist Ha Begriff einer Funktion von veränderlichen Grös- 
sen der Grundbegriff der gesammten Analysis, Funktion nennt man 
nehmlich jede Grösse, deren Werth von dem Werthe anderer Grös- 
sen, die als unmittelbar gegeben angesehen werden, nach irgend ei- 
nem, es sei bekannten oder unbekannten, Gesetze abhängig ist, Man 
pflegt eine solche Grösse auch wohl die abhängige, und die als ‘un- 
mittelbar gegeben betrachteten die unabhängigen zu nennen, In so 
fern nun letztere als veränderlich angesehen werden, wird auch er- 
stere als veränderlich gedacht werden müssen, Die Betrachtung der 
Veränderung, welche der Werth einer abhängigen Grösse erleidet, 
wenn die Werthe der unabhängigen geändert werden, enthält die 
Grundlage der Differenzial- Rechnung, 

Inzwischen ist die Sache noch einer modificirten Ansicht fähig, 
Anstatt nehmlich die veränderlichen Grössen, von denen eine Funk- 
tion abhängig ist, alle als unabhängig von einander und als unmittel- 


bar gegeben zu betrachten, wird man auch einige derselben als Funk- 
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tionen von den übrigen ansehen können, und zwar. dergestalt, dass 
die Gesetze der. Abhängigkeit selbst veränderlich und Janet beiienler 
‚gen Form fähig seien, | 

Es sei irgend eine gegebene Funktion von x y rl Branch 
in Zeichen: 2% 

FERNE), 

WO .%, Y>s Z.,. unmittelbar gegebene, 2, z... hingegen beliebige, von 
einander unabhängige Funktionen von x, y, 2... bezeichnen, so dass, 
wenn man diese durch 9(%,Y>2...); 9 y(&%>Y»2>...) u. 5. w. andeutet, 
man habe: 


% 


F=F[2,y,2.. 0% 2. 01% 2.) ). 
Alsdann ist es einleuchtend, dass der jedesmalige Werth von 7 
‚ein anderer seyn wird, jenachdem für &,y,2z... andere Werthe, und 
für © (&% Y, 2°. )5’®c) (X, Y> 2... ), andere Funktionen von x, y> 2... 
angenommen werden. Die Betrachtung der Veränderung, welche für 
den Werth einer Grösse, wie 7, entsteht, wenn die Werthe der un- 
mittelbar gegebenen Grössen %, Y, 2... nebst den Formen jener Fun- 
ktionen 9% Y: 2...)» ©) (&> Vs 2r.. I)... Aenderungen erleiden, 
enthält die Grundlage der Variations- Rechnung, 


> 


$. 2. 

Beim ersten Anblick‘ könnte es vielleicht etwas beschwerlich 
‚scheinen, sich die Grössen o(@,y,2.. ae zu Bw um 
uns an die obige Bezeichnung zu halten, ihrer Form nach, dergestalt 
als veränderlich vorzustellen, dass zugleich die Werthe, welche sie 
für bestimmte Werthe der als unmittelbar gegeben ‚betrachteten Grös- 
sen erlangen, als stetig erscheinen; — eine Forderung, auf welche 
nicht verzichtet werden darf, so fern 7 als eine stetige Grösse ge- 


DER VARIATIONS-RECHNUNG. 5 
dacht werden soll. In dieser Beziehung verdient bemerkt zu werden, 
dass, da® (x, y; 2 399 Om (X, 9 2...) Urs, w,, in ihren allmähl- 
gen Veränderungen, stets Funktionen von x, y, z... bleiben, ihre In- 
cremente, allgemein zu reden, gleichfalls als Funktionen von x,y, 2... 
gedacht werden müssen, und die Schwierigkeit darauf zurückkommt, 
sich diese nach Belieben klein oder gross zu denken, wenn gleich 
für &,y,z... bestimmte Werthe zu Grunde liegen. Um diese Schwie- 
 rigkeit zu heben, wird man sich die Incremente unter der Form 
af (&.y:2..): Bfn(%sYy-2...) u. s. w. vorstellen können, wo a, ß... 
‚Grössen bezeichnen, die von x,Y, 2... unabhängig sind, und durch 
deren jedesmalige Bestimmung die Incremente selbst jeden Werth er- 
langen können. 

Der Kürze wegen wollen wir Grössen, wie BYs Zu. in obige 
Gleichung, absolut-unabhängige, Grössen, wie Oays2 Reiz. .), 
relativ- unabhängige, und Grössen, wie Y, abhängige Grössen nen- 
nen. „Auch sollen die relativ-unabhängigen Grössen 9(%Y. 2...) 
%n (%>Y>» 2...) u. Ss. w. durch einfache Zeichen, etwa 2, z..., ihre In- 
cremente af (%,ys 2...) Bf (%sYs2...)...> so wie die Incremente, 
von &,y,2... durch dt, du....dx, dy.da... dargestellt, und diese die 
Variationen von jenen eananaı werden, 


Hör | S 3. | 
Ist“ demnach Y=F[« y,z... t,u...], wo ©,y,z....als absolut-, 
‚E, u... hingegen als relativ-unabhängig betrachtet werden, gegeben: 
so ist.es einleuchtend, dass die Veränderung von a ee ee 2 

y+6y; 2-02... wie auch die von Z,z... in ELdT, uldu:.., jede 
dieser beiden Gattungen von Grössen für sich betrachtet, sowohl ein- 
zeln, als gleichzeitig statt finden können; auch ist es klar, dass die 


Er 
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Incremente der relativ-unabhängigen Grösseu auf die Aenderung der 
absolut - unabhängigen keinen Einfluss äussern werden, ‚Anders ver- 
hält es sich inzwischen hinsichtlich der - Incremente dieser letztern 
selbst. Da nehmlich z,u...dt, du... als Funktionen von &,y,2... ge- 
dacht werden, so werden ihre Werthe sich ‚offenbar mit den Wer- 
then dieser Grössen selbst ändern. Dieser Unterschied zwischen dem 
gegenseitigen Einfluss der Aenderungen der absolut- und relativ-unab- 
hängigen Grössen ist für die klare Einsicht in die Natur des Gegen- 
standes nicht ohne Erheblichkeit, und erzeugt für die folgenden Be- 
trachtüungen eine Trennung, auf welche wir öfters werden zurück 
kommen müssen. 


S. 4. 


Es sei, um der Sache näher zu treten, Terre yzi 
wo, wie vorhin, 3 Ys 2... als absolut-, ts u... hingegen als relativ-un- 
abhängig angesehen werden. Anstatt Z,w..., als Funktionen von 
%,Ys2..., denke man sich die Formen + Adi, u köu.n, und an- 
statt x, y,2... die Grössen x--köx, yrRoy z+-kldz... gesetzt, wo 
k eine beliebige constante Zahl, dt, du... beliebige, von einander 
unabhängige Funktionen von x, y3 2... an ae da. beliebige 
“Funktionen, erstere von x, die zweite von y, die dritte von z... re- 
präsentiren; ferner denke man sich den, diesen Grössen correspon- 
direnden Werth von 7’ mit 7, bezeichnet, und die Grösse u A 
nach steigenden Potenzen von k entwickelt. Da für N 
wird, so sieht man leicht, dass das Resultat folgende Form haben 
wird: 

N Opk: 0,284 Cs sa la. | 
Weil nun für k=ı die Incremente koı,kdu...köx, köy, köa... 


> ERROR 

DER VARIATIONS-RECHNUNG. k 
in die Variationen von IRRE l... übergehen ($, 2,), ha die 
Reihe sich in - 

Yp- c, Re +0,+6, ah Onaneı 

verwandelt: so wollen wir Ne 
3,0, die Variation der ersten Ordnung von 77 nennen, und mit &77 
bezeichnen; ‘1.2 C, soll die Variation der zweiten Ordnung von 7 
heissen, und mit d?7 bezeichnet werden; allgemein soll 1.2.3...2.Ca 
die Variation der zten Ordnung von 7 genannt, und durch nr an- 
gedeutet werden. Br u wir n Definition 


Fa Fahrt n 5° FH er 2 Fumieneeiinn ..s 2.3. @& so®%, 
oder 
R | Jen 
 ? 3 ER In 
Po= FBF HL PH Ze ee A 


Die Bekthrhäh der Variation irgend einer Ordnung einer vor- 
gegebenen Grösse 7, z. B. der nten, in welcher die Aufgabe der ei- 
sentlichen Variations-Rechnung besteht, kommt demnach auf. die Be- 


a 


stimmung des Coeflicienten von - in der Entwickelung von Zu, 


TIER. en 
nach steigenden Potenzen von k zurück, so fern man unter 77, die 
Grösse versteht, in welche 7 übergeht, wenn man darin --Akd x, 

y-hykd, Ar kön... t+-köt, u+ ee an die Stelle von 2,7; 2... 
t, u... setzt. 


er 6 
"Um bei der Lösung der so eben ausgesprochenen Aufgabe von 
dem Einfachern zu dem Zusammengesetztern fortzuschreiten, wollen 
wir mit dem Falle anheben, :wo 7, die abhängige Grösse, als eine 
algebraische oder transcendente Funktion von x, als absolut-, und y, 
als relativ-unabhängig betrachtet, gegeben ist, und die Variation der 
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nten Ordnung in so fern bestimmt werden soll, als diese von der Va- 
riation der relativ- ‚unabhängigen Grösse y abhängig ist. 


Es sei daher /= AL folglich, indem man y-kdy anstatt 
Y setzt, 


Fya=rF&y-+ an 
Setzt man nun 


Fa=FHOK-C,ERLO,R..+C, RC, Bars, 
.. go hat man ollenbar 
ri C,12C A430, Be tn On ABI eh) Ca AO 
4? Fa n—2 1 
a. en RE RE ar BR Cap ni 
rn 
en) = 123. No a a a a ea ei a 
allgemein: 

dan F7ı } j 

(Te) 1.2.3.4...2Ch + 2.3.4...(24- 1) Co+ıkı 


Macht man hierin K20,. 50 erlangt man 


Fan d? Fa) (PFn Ben 
( dr 7 dk2 Te) = C;; der )= Ca; en allgemein”, us —=(Cy„()) 
1.2.32. A en 


1.4.9: 
[o fern, nach er Dilferenziation, % gleich Null Bert wird. 


Nun ist,*) indem man y und % zugleich als veränderlich betrachtet, 
Fa CE 
dr", day I IE) ar 


Setzt man aber y--Ady: Ya) nn dy-d köy— dnys und 
Foa=rF@y) wird: so ist, unter derselben Voraussetzung, 


FEIN, ln EN (y—in 
In (har ya - 2) ) dy.dk, 


*") Pi als Funktion dreier von einander HERR Grössen Y k, 7% ansehend, 


- 


ns 
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Man ur Dh die identische Gleichung 


drin Er I 1) 
we ds ’)d ar ) IK; 
dy. DR dyas r+ day) I 


AYzah IF, 
dy ) ge 


und (a e Ei g 
dk ) BE I) Yale 


aus deren Verbindung wiederum 


N 70 IP, 
ir AR AI h r) 
( dk ) RATTE, ) % 
folgt. Setzt man daher 


N ER AURAN. ne 
FR 2\= Fo» so ıst TE=rod; 
ts d? Pay da; ie Fa) Fin > 
mithin ( Aa Ver el und (Ir Az ) — () dy 
Da aber Z' = F’ ve -Lkdy) ist, so ist, in folge des so eben 
Erwiesenen, 


folglich i 


dr sh, I 
e) ° 
i | ae (= ia y rk 


folglich, indem man diese Gleichung mit den zwei letzten der vor- 
hergehenden verbindet, 


Fon (AMENynL (du 
em? 0 It Ira Be 


Auf diesem \WVege Sa ee ae man 


dn Fe u ıdn 7 e \ 
Cie ) ( dyn ir. 
und aus der Verbindung dieser Gleichung mit (7) 


1 AR 
= ar sh dym 


1, 2.53« ‚ın 9» 


so ns man iR Ya Differenziation AN, setzt. 


$  :KAPL DARSTELLUNG.DER PRINZIPIEN. 


In 7 ö } In 
Da nun offenbar (@ »‚ für k=o, gleich EN 
ER. er 


)- und nach S. 4. 


1.2,3...2 Cna=da F ist; so hat man 


8. 6. 
Es sei 7=F (x,y,2), wo x als absolut-, y, 2 hingegen als re- 
Tatiy. unabhängig betrachtet werden. Lässt man yiny- köy, und 
z in z-- köz übergehen, so erlangt an indem man den correspon- 
direnden Werth von 7 mit 7, bezeichnet, 
Vy=F(a,y-4kiy, 2-4 k%z) 
Um diese Grösse nach Potenzen von Äk ızu entwickeln, wollen 
wir die Grösse Wo —=F(oy+köy,z2+hd2 betrachten, welche 
in Ya) übergeht, wenn man A =% setzt, und uns diese nach Poten- 
zen und Produkten von k und A entwickelt vorstellen. Da für k=o, 
h=0, FF, gleich 7 ist,.so wird man haben | 
VE ERPe HEN DB Nu De el el D. 
4AhPoı +AhPıı +KkhP;,ı +../m1h Parnı 4... 
| +Ah’Poa +Ah?Pıa +... kush?Puoa +... 
| + A®?Po3 +...ku3h®Pn33 +... 


| haar Pa-r,r | nn se 


8 Po,n im ... i er 
Durch wirkliche Differenziation überzeugt man sich sehr leicht, dass 
\ dn 42 
aa dr }) 


scene nie 
1.2.3... (n- r).1.2.3...E 


ist, wenn män DEN der Differenziation fang h==a setzt, - 
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BEE Re A. Wi, a GR de [ ga r der 797,, \) 
Allein, da (7...) = ar Er dere Re 
aan“ 


und Bach if Gleichung (ZT) des vorigen s 


) = un [EN eten),, 
| IR N rue | | 


nn penis 


dy" zT 
ist; so ‚ist 


(>; dt ) Sya-s,t 
DENE NEE TER -EN_ Al 
dy er tdz! J Bi 


112.3. (Annas. | 
so fern man nach der Differenziation A=o und A=o setzt. 
Setzt man nun in obiger Gleichung A=k, wodurch 77, in 7, 


“ Po-r,r ae 


übergeht, so erlangt man die Form 
Ra VrkC, RR OSTERN 2 GERHIUR uisiss, 9 
wo Cr dem Inbegriff aller Pa..r, von r=o bis r=n eingeschlossen, 


, + © 
gleich ist. Bezeichnet man daher diesen Inbegriff mit 9" I Fre 


so erlangt man Rn ( Fin rar 
Ch MI Ss dy® f dar 
Yi 142.2, Br Tr). 1.2.3. x 


wenn man nach der Differenziation h==0,k=06 IR Überlegt man 


nun, dass unter dieser Bedingung en — ) ist, so 


dy""dz! dymt dzr 
r n 
0. (en) mr gzr 
d nr |zY 
Cn = 5 - J Er 
OR! (u-r), 1.2.3340. 


| | 
oder, wenn man, der Symmetrie wegen, n—r=r setzt, 


[2] 
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r-+ı d’+r N Bi ES; 

—— ay' vzr 
a r r ; 

DO ee dz 

wo unter der, sich ‚unter dem Zeichen S befindlichen Gröfse der In- 
begriff aller Formen von r-+r' zur Summe n verstanden, und der 
Zahlen- Divisor — 1.2,3...n wird, wenn eine von den‘ Grössen r,r 


gleich Null.ist. Da nun, der Definition gemäss, # Y = 1.2. 2.3.7, Ca 


iR Dre BO Sir Den = Wr Rt 


ist,‘so ‚hat man 


r-+-r ( d’4 yp ’ 
Pr ER RBLNTLEN r 
> S dy! de! un 
. m/=123..nX | - 
$. 7- 


Es sey ganz allsemein ’=-HR(,, 2% uud) wo x als absolut-, 


I:2.3...T: 112,5.8 


Ys2st, u... hingegen als relativ-unabhängig angesehen werden. Sub- 
stituirt man BEL, z+köz, t-kdt, ut-kdu... anstatt ys2,L,u. 
und bezeichnet den entsprechenden Werth von 7’mit7’,, so hat man 
Fa=fFıt zy--koy, g-L k%z, et Kdı, utkru,. +. 
Um die Coefficienten der TEerSchigdenen Potenzen von Ak in der 
Entwickelung 
Vn = fHkC, RC, +’ C, A ‚Arcatı.N = 
zu bestimmen, wollen wir die Grösse 
Wo=fFf{ x, y-+-kiy, z-h3z, c-Lett, BRAate H 
* betrachten, die in 7) übergeht, wenn man A —g—f.. ‚„— k macht. 
Denkt man sich diese Grösse nach Potenzen und Producten von. 
k, A entwickelt, so wird man, da für k=0,h=0,8—=0,f=0... 
We) in V übergeht, folgende Form haben; 
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ae PR Bull Bass... E. 
+ h Pouoo.. + kh Pro... +... 
— & Poauois. -F h? P0,2,00,.. +... 
7 Boom.) "+ ke pP, 1,010... 4. 
. TBB FAN 
WR BIN 
| a + f? P0,,0,2 ... +... A, - 
‘ ö | -+- hg Pouno... +... el 
+ Af Poor... t°-- 
+ 8f Posi... He. 
deren allgemeines Glied Kaanpae durch die Form 
k! AN og up X Pr, r”,... 
dargestellt werden kann. Auch hat es, nach dem Vortiereahecden 
keine Schwierigkeit, einzusehen, dass 
(ar? el 
dit dAN der dp 


Por”, NENTETTERN PER FEIERN SEE TER RR IT I9R ur 
ist, so peu man darin nach geschehener ee ” Buenfe... 
gleich Null macht. Ferner ist, wie man sich leicht überzeugt, 
DER RER FU m BERN EN 
dke an de" df] 5 dp dat de dur 
und, für den Fall der so eben bezeichneten Werthe von A, BE 
RE. Wo NE RERTRENGE AN: 
en dy! en de dur dur tele ana sehe de” de IH = 


r-+ r-r Er RR 
w,. I Ze dar. dur dur” ... # 
%. iyt dz! die ER ... 
Bee a a Fig un 
3.2.8.0, 1.2.3, DE Pa FE SEP Sk ie Pie 7 EEE 


Setzt man nun in der eg von Fa hag=f.—h 
. wodurch /77,, in 


r 


\ , 
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Fa = PRO +EO FRE NB GE. 
überseht, und ' | 


art ++" r S 
men nenne ce) n 
Ca n Pr, ER 


‚ist; so erlangt man 


eh Het... B 


je ee 
VI=n23.nX S dyt de der ded du” ” ultra dzt dt yu - 


BE, a 12.5.0 8 ae. 


’s ähnlichen Bemer- 


7) 


wo der Zahlen-Divisor einer, der des vorigen 

kung unterworfen ist, 
Man wird sich leicht Ellen; dals, so fern man bloss die 
Variationen der relativ-unabhängigen Grössen berücksichtigt, dieses 
Resultat von der Anzahl der zu Grunde liegenden absolut-unabhängi- 
gen Grössen gänzlich unabhängig, und daher allgemein gültig ist; 
nachdem der Unterschied, den eine vermehrte Anzahl absolut-un 1ab- 
hängiger Grössen, unter dieser Voraussetzung, erzeugen kann, bloss 
die Bedeutung der Variationen dy, 02,02, dus. beirillt, die als Funk- 
‚tionen von diesen gedacht werden. 
EI: Me 

‚ Es darf hier aus der Differenzial-Rechnung als bekannt vorausge- 
setzt werden, dass, wenn man in ZH y 40, Bu.) x als con- 
stant, und y,z.2,u,.. als veränderliche, von einander unabhängige 
Grössen RSUEECHEON alsdann 


r ae en ERBE BR 


U j 

S (ee 2 de” du” Bu ar or ar ee 
Aa EIER ER DEE 

ist. ‚Vergleicht man mit diesem Ausdrucke den für d” 77 oben geiun- 


denen, so sieht man, dass sich letzterer aus ersterm dadurch ableiten 


PIE TEM 


I 
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kisst, dass- man die Variationen an die Stelle der Dilferenzialien, oder 
kürzer, & an die Stelle von d setzt, 

Das Resultat, zu welchem wir dureh die a aen Beetrachtun- 
sen gelangt sind, ist also folgendes: Ist 7’ irgend eine algebraische 
oder. transcendente Funktion von &,y,25£,u..., von denen. einige als 
absolut-, die übrigen aber als relativ-unabhängig angesehen werden: 
so erhält man die Variation der ten Ordnung dieser Grösse, so fern 
dieselbe aus «den Variationen der relativ- ‚unabhängigen Grössen ent- 
springt, und die Variationen der-absolut-unabhängigen Grössen unbe- 
rücksichtigt bleiben, wenn man von 7, als eine Funktion ‘eben so 
vieler von einander unabhängigen Grössen betrachtet, das vollstän- 
dige Differenzial der zten Ordnung entwickelt, Ba darin .d an die 
Stelle von d setzt. | | \ | 
| Endlich, da dan F= da 7 ist, so fern man | an die Stelfe ‚von d 
setzt; so ist auch, unter gleicher‘ Voraussetzung, om--n = dm-ku 77, 
dm (de A)—dn (dan 7) und dm (da F)—=du(dn U); mithin, unter dersel- 
ben Bedingung, dw (da Y)=dm+nJY, und daher dw (da F)— dm+a 7 

Sa 

Die Einfachheit der hinsichtlich der Bestimmung ven da 7 so 
eben aus gesprochenen Begel rührt bloss von dem Umstande her, dass 
die relativ-unabhängigen Grössen, in ihren Veränderungen, als voll- 
kommen unabhängig von einander angesehen werden. Dieselbe hört 
-auf, so bald man auch den Einfluss der Variationen der absolut-un- 
abhängigen Grössen zu berücksichtigen wünscht, indem diese zugleich 
‚Veränderungen in den relativ-unabhängigen Grössen und deren Varia-. 
tionen erzeugen, - Um dieses mit der gehörigen Klarheit einzusehen, 
braucht man nur zu überlegen, dass hier, für Far ätu...), 
wo x als absolut-, Y»2,t,u.... aber als relativ-unabhängig angesehen 
werden, von zwei verschiedenen Zuständen des Werthes von 77 die. 
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Rede ist, vön denen der eine durch 7, der andere aber durch 7, re- 
präsentirt wird. Bei dem ersten liegen für y,z,ts2... die: Formen 
Yszst,u... und für x der Werth x; bei dem letzten hingegen für 
Verlrn die Formen y+köy, z+kdz,t+kdı, u+kdu... und 
"für x der Werth c+Adx zu Grunde. Um den ersten Werth von 7 
aus dem obigen allgemeinen Schema abzuleiten, wird man darin an- 
statt der unbestimmten Zeichen y,2,f,u... die als bestimmt gedachte 
Formen y,2,£, wu“ und für das unbestimmte x das als bestimmt be- 
trachtete x setzen können. Eben so wird man, was den Werth von 
Vu, betrifft, erst anstatt y,z,t,u... die bestimmten Formen y+-Akdy, 
z+köz,t-+köt,u--$u... und alsdann anstatt des unbestimmten x 
. das bestimmte o--kodx substituiren können. Ä | 
Diese Betrachtung bezeichnet zugleich das Verfahren, welches 
man wird anwenden könneu, um mit Berücksichtigung der: Variatio- 
nen der absolut-unabhängigen Grössen zu der Variation irgend einer 
Ordnung von 7 zu gelangen. Es si Y=F(&,y,2,t,u...), wo bloss 
x als absolut- unabhängig angesehen wird, und 


F {ay By s+kozc+kre, ut hu. RR, N & 3 DIL. 
R ; ; zu “ K} ! 


Pi 
Berge al en 
Substituirt man hierin c-+-kdx anstatt x, 6o. verwandelt sich 
d7’ ?42 Pas ke’ 47 AR ar Ni 
- En El, BER 2 
VinP+k, "2 2. dx? e 1.2.3: 'd&® Rt L.2.3..72 den sche 
Rs .d 2} Pr, es u 


123. we 12.3.(n-ı) der-i 


3, VinR, Pak: © 


k?3°: Fin... Kar, IE kn dn-3° 77 

0 ee + de an ee .(n-2) den EN .. 
. \ RN f 

Bra: %a in o [) ® Fi ® “ . AD 


EREN. ar 
Le i ; 12.93.00 A 4... 
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" Ordnet man also das Resultat nach Potenzen von A und ver- 


gleicht selbiges mit 


x RT FERP+ ars Peg, sn Ft. 


‚so erlangt man 


m’/= ann Sernetscetn.n KA: Bl 24 
Tate 1,25% . (n- r) ner 


® 1) 
S. 10, 
Werdeh aber in 7=Frx,ys2,t,u..) x und y zugleich als abso- 
lut- z,2,u... hingegen als relativ-unabhängig Senn so wird man, 


indem man 

927% 37 Kaya? 
F {2 y,24+R2,04-Rt, utAyun. Y=f +, V. AN Pronasıg 13 SEA Van win Are, —. 
setzt, hierin anstatt x und y eltänthatben a-köx, y+kdy zu substitur-. 
ren, und das Resultat nach Potenzen von k zu entwickeln haben, 


Unter dieser Voraussetzung verändert sich nach $, 6. 


Fin - 
aut ae V + d+’y = dry | 
Pk Sux tdy ana re °  Siedy Iz! dy ar dyt AL ° Siardr ORT IyE 
77 ERTL 4 De ER DR . 1.2.0.2,2..7 
a a AN u N A 
es dardyt TR &, Merten „DES 
Ruck Aue r x ye zn Aa! Ay" &y, 
° F . [) ® k dardyr " — |, Sizrayı?® 4 
R weh +7 Be Tım.ur u 1,.2..2.22.,0 


at de 
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Ordnet man daher das Resultat Po: enzen von k und ver- 


gleicht solches mit | i\ 
P= Pr +Rr+ Er PL. nt 


so erlangt man 


ey 
; rd 
i Sax ay' 


L2urE2.r 
sah ORT, 2 Berry 
n-T S 7 4 
| dx! dy! 
a 


rt 
a2 dihr'ye Ir 
ar dy! 
\ I Sax ay: di 2 
a 1.2.1012, 1° 
ya Fe 123.0X 
nr | | 
r BEHAEN 2 
a 
+ - ie 
1. 5 “3 ee 
a 
Ren r--1! 
Beh, d RA Kr 
L Sax dy' 
: A DEN EB RENTE 
R 2. 1,2 " ” vr, 


Im Allgemeinen geht hieraus hervor, wie zu verfahren seyn wird, 
wenn in dem für F gegebenen Ausdruck, ausser & und y, noch meh- 
rere absolut-unahhängige Grössen verhanden sind, und wie die Ver- 


N . 
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wickelung des’ Endresultates zunimmt, je nachdem die Anzahl dieser 
Grössen sich vermehrt. | ” 


8. Ir, 


Ist 7, Sr Funktion von x,y.2,t... nicht unmittelbar, sondern 
durch eine Gleichung gegeben, so lassen sich daraus, vermittelst des 
 Vorhergehenden, - ähnliche Relationen für die Variationen der ver- 
schiedenen Ordnungen von 7 mit Leichtigkeit ableiten. 

Es sei die gegebene Gleichung F[M;,,y,2t...] =e, welde 
wir, der Kürze halber, durch /7=o darstellen Rollen) und wo, um 
die Begriffe zu fixiren, x als absolut-, y,2,t... als relativ- unabhängig, 
Y als abhängig, und /7 als eine algebraische oder transcendente 
Funktion von diesen Grössen betrachtet werden soll. Da, als 
Funktion von ys2,t..., durch die Substitution von y—4Ady,z--Adz, 
t+köt... an die Stelle von y,2,t... N $. 4. übergeht in 


k2 
FR HZ 27 ee 


so hat man 


. F (van a 1.20% e FL... »xcytlöy,z4l0z,t--Rrı., In Os 
unabhängig von %k, dy,02.dt,.. 
Entwickelt man daher den Ausdruck auf der linken Seite des 
Gleichheitszeichens nach Potenzen von k, so erhält man-die Form 
WLOKLO,ELO KL, = 0; 
mithin | | i 2 
#7 720,7, 00,005 0, u W 


Die erste Hosen Gleichungen ist nichts anders, als die vorgege- 
bene selbst, und die zweite enthält, indem C, von d7 abgängig ist, 
eine Relation für d7. Da nun 07774 ist, so fern F als eine rela- 


L-3 ] 
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tiy- unabhängige Grösse betrachtet wird: so hat man, unter’ eben 


dieser Voraussetzung, | 

I W— =0o F 

als Gleichung für die Variation der ersten GERNE von 
Substituirt man ferner in Ö/7 anstatt ER . die ‚Formen a yhlys 


2--kö2,t--köt... und überlegt, dass Ban 


Fin PHP 


ee 


und Yin PP ° PH an . ($. 8) 


übergeht; so erlangt man, den man das Resultat nach Potenzen 
von k entwickelt, die Form ! 
IPLCORLOIRPLI RL. —o 
' unabhängig von A; folglich 
W=o C’—=o, CP—o, u sw. 

Da nun (X? die Grösse d? 7 enthält und gleich NWVerW 
ist ($. 8.), sofern man 77 und 07 als relativ-unabhängige Grössen 
betrachtet, und zugleich die identische Gleichung d$7=0?7 be- 
rücksichtigt: so hat man, unter derselben Voraussetzung, 

eW=o i 
als Gleichung für die Variation der zweiten Ordnung von 7, | 

Im Allgemeinen geht hieraus hervor, dass die Gleichungen für 
die Variationen der verschiedenen Ordnungen von 7” durch allmähli- 
| ges Variiren der vorgegebenen aus einander abgeleitet werden kön- 
nen, indem man sowohl 7, als deren Variationen als relativ-unab- 
hängige Grössen betrachtet, und dabei ‚die identische Gleichung 
din da Y’— dm+r Y berücksichtigt. 

Es leuchtet ein, dass die auf diese Weise für }n 77 unmittelbar 
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hervortretende Relation zugleich die Variationen aller niedrigern 
Ordnungen von 7 enthalten wird, welche also durch die vorherge- 
henden Variations - Gleichungen eliminirt werden müssen, so fern 
man: de 7 bloss durch x,y,2,t...dy,dz,dt... ausgedrückt zu erhalten 
wünscht. Hat man nun auf diese Weise da 7, so fern diese Grösse 
-von den Variationen der relativ-unabhängigen Grössen dependirt, ent- 
wickelt; so wird man daraus solche mit Berücksichtigung der Varia- 
tionen der absolut - unabhängigen Grössen nach den $, $. 9 und ı0 
ableiten können, 


8. ı2. 


Bis hiezu betrachteten wir bloss algebraische oder transcendente 
Funktionen. Allein 7 könnte auch vermittelst Differenziation aus 
einem, solcher Gestalt gegebenen Ausdruck abgeleitet werden müssen, 

Es sei | 
de Fa,yyzit..) 4 WM, 
| dxe dx? ; 
wo x als absolut-,.y,2»£... aber als relativ- „unabhängig angesehen 
werden, Abstrahirt man von le Variation von x, so ist 
de F(&,y+Ry,2-+ Rz, t et 

dx 5 
oder, indem man diesen Ausdruck nach Potenzen von k entwickelt, 
a Ip at, a AR BAR An Me te N 
\ 


dı? d® 125 das 1.2.2 da 


Y= 
Yo= 


7 


Da nun nach S. 4 
ka ; 
Yo =F+RP ee mn 


ıst: so hat man 
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yn PR de mar 
Te 


wo da 77 nach $. 8 bekannt ist. | 
SEES LE 

- Das Resultat bleibt dem vorigen vollkommen analog, wie viele 
‚absolut-unabhängige Grössen auch in U zu Grunde liegen. Es sei, 
um dieses näher zu zeigen, 

Wer@yaetun.de | 
Wo %,y,2.. als absolut-, bsün. aber als relativ- unabhängig angeschen 
werden, und RR 
| det. pr u 
4 v2 dwedyddzk sy. * 1; , 
Substituirt. man hier z-+-köt, u+kdu.. an die Stelle von 2,2. so 
erlangt man Ä 
W)=F [8 y> 2 et kuutRuef];, 
| | deretR £ RAN, ” 

oder, deln man diesen Ausdruck ab, k entwickelt, 
derer. 2797, Re det. 9277 In dere". EN 
en 22 datdytdet.. | 203.0 datdyedek.. 
Nach $, 4, hat man daher 
| dee He"... np 
dredyede. 


und | Foa= 


FOR -ı 


N 
w—— 
DD 


Man übersieht leicht, dass. sich auf eine ganz ähnliche Weise, 
und in Folge der $. $. 8 und 1% ergiebt | 


. DER VARTÄTION S-RECHN UN 2 295 2: 


m Clan di indie Ben aa eat Oz 
dx® dye dze” +08 # dx: dye de“ +. 
PA 


ee EN 
dxs dy&.dzE «. ieer dy© dze. 
mithin 
Kara EHEN HEN. aa dern ge ALLA 
| daetegyc tg te. dustedyetrgze te 
ni, MEHR) HEN. ymn 277 
=n dastegyetn gl He. EN IR 
woraus ferner 
deta te. & NE po detatel.. ym-enzr 
EN TER a a ET age 


folst. 
$. 15. | 

Die vorigen Resultate finden nur ın. so fern statt, als man von 
den Variationen der absolut-unabhängigen Grössen abstrahirt, . Um 
aber auch diese zu berücksichtigen, verdient erwogen zu werden, dass 
alsdann von zwei verschiedenen Zuständen des Werthes von 7, durch 
F und 7.) repräsentirt, die Rede ist. Bei dem ersten liegen für 
die relativ - unabhängigen Grössen die Formen Z,u... und für die F 
.absolut-unabhängigen Grössen die Werthe x,y,z,.. zu Grunde; wäh- 
ren für den zweiten die Formen t+-köi,u--Adu... und die Werthe 
cHköx, y--Ady,2+kdz... gelten. Um die Begriffe zu fixiren, 
wollen wir | 

A) / 
dx? 


nehmen, und darin «x allein als absolut-, die übrigen Grössen aber 
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als relativ-unabhängig betrachten. Substituirt man hier y+kody, 
zt-kdz, t-+-köt... an die Stelle von und re an die 
Stelle von x; so erlangt man \ 


ir BR yHRYEHRRESIC HN.) 
l ZT) mn ns nn 


Be 


Nun ist offenbar ANN ; 
de FF (x) Y+lPy; ‚2 Rz, az ie N deF(x, de Fx,y+Ry:: z-L)%z, e+-Ädt) > rn 


ar, de 


so fern man in dem Ahsdrücke auf der rechten Seite des Gleich- 
heitszeichens nach geschehener Differenziation x, —=x4+kox an die 
Stelle von x setzt. Bezeichnet man daher die Variationen der ver- 
schiedenen Ordnungen von Y, so fern sie von den DIRT 
Grössen dependiren, mit ö,; so hat man 


de Fex,yA-AöyszhRRzut4 Klar. Ip 
F- REN a: ... 
Me Neue TEL 7 


Setzt man nun hierin c-+idx an die Stelle von x, entwickelt das 


= Pt 


Resultat nach Potenzen von %k, und her solches mit 


FuPARPL Pa Phuz ne 
so erlangt man nach S. 9. 


Tr 
are on Sets) 0 Ea)Cche). Be PR 04 


Is 2. 3 4 2. 4..(n r) dau-r dam? 


Man er sich leicht, dass die Resultate diesem vollkommen 


analog bleiben, wie viele absolut-unabhängige Grössen auch bei dem 
für 7 gegebenen Ausdruch zu Grunde liegen mögen; nur wird die 
Verwickelung derselben auf die in $. ı0o näher bezeichnete Weise 
sich vermehren, je nachdem die Anzahl dieser Grössen zunimmt, 
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$. 16. us | 
Die Grösse 7” könnte auch vermittelst Integration aus irgend ei- 
- ner algebraischen oder transcendenten Funktion von XV. s2. abgelei- 
tet werden müssen, Es sei, um diesen Fall zw-betrachten, 
e | F(2,y, 30.) =W; 
-wö x.als absolut-, Ys25t.„ aber als relativ-unabhängig angesehen wer- 
den sollen, und 


Fl? Aa 
wo f andeutet, dass die unter diesem Zeichen befindliche Grösse 
e mal hinter einander integrirt werden soll. Es ist sogleich klar, dass, 


“u 


da das Integral eg beliebige Constanten enthalten wird, für einen ge- 
rNd3H% 


wissen Werth von x, z. B, x=o, die Werthe von 7, —. ——, bis 
| ? x ann 


deız77 
dxe* 
stimmte Formen von y,2,£..., und einen bestimmten Werth von x, 
der Werth von 7” ebenfalls bestimmt seyn soll, Dieses. vorausgesetzt, 
hat man, so fern man von der Variation der absolut- unabhängigen 
Grösse abstrahirt, 
Fy =] Woydae s und Wny=F(as y-köy, z-4-Kd2, t4-Rltau); 

folglich, indem man 7.) nach Potenzen von k ac 


Vo fe Waxe+kf kr ft? Wäre Ri 


in ale male" Manthn. 


eingeschlossen, zugleich gegeben seyn müssen, wenn für be- 


und daher | 
/ zu V=f? yuzrdxe, 
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so fern die g Constanten den gegebenen Bedingungen gemäss be- 
stimmt werden. In dieser Beziehung wollen wir annehmen, dass uns 
ayr da? dere Narr? | le 
die Werihe a ER BE dere für c=a gegeben seien. 
Alsdann werden alle Werthe, deren diese Grössen nach Massgabe 
‚der Veränderungen von y,2,t... fähig sind, das Gemeinschaftliche ha- 
“ben, dass sie für x=a einander gleich sind, Man hat daher ganz all- 
gemein für ==a und unabhängig von A, 


/ 


N 


ern nn “e = 12 dep ei. geitz 


dx“ ö 1.2 dx“ 1,2.d: 11 dx“ 


ist, ganz u 
& 
ar 


de 
so fern man x==a setzt. 
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Das obige Resultat ist allgemein gültig, wie viele absolut-unab- 
'hängige Grössen auch vorhanden seyn mögen. 
Es sei, um dieses näher zu zeigen, 
IR EDER .L, Ur)» 


wo 2,72. als absolut-, Z,u.. ‚hingegen als relatiy- -unabhängig be- 
trachtet werden, und i 


PefrHr. MWaxtdyt'dze- , 
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wo JSercre- Eudenlett dass die unter diesem Zeichen befindliche 
Grösse e ja nach x, während W5 e mal nach y, während x,z..., 
ge’ mal nach z, während x,y.,. u, &. w, als constant betrachtet WEr- 
den, integrirt werden soll. 

Man hat alsdann, so fern man von der Variation der absolut- 
unabhängigen Grössen abstrahirt, | 


| Vo = feriHt. + Wade 1X N 

und | Woa=fFisyz... t-+-k?t, ufkdu..N; 

mithin, indem man diesen Ausdruck nach Potenzen von A entwickelt, 
Vz Jrit "Wixtdykdel's.. 4k ferete sy datdykdzt ... | 


n 


2 v ” nn. . r n 
+ Jerdte. 3° Want dyidzt ut" Jerete m Vdxe dysdetn. 


# 


12,3+.20 
U. S. W.; 


folglich, dieses Resultat mit 


Pya=r+Rr+Err+ Ben a 


vergleichend, ONE 
| mv —fetrite... Waxtdytdet ... 


Hiebei verdient aber bemerkt zu werden, dass, da hinsichtlich 
Y jede Integration nach « eine beliebige Funktion von y,z..., jede 
Integration nach y eine beliebige Funktion von x,z..., jede Integra- 
tion nach z eine ‚beliebige Funktion x, y..., u. s. w. erzeugt. die 
zur Bestimmung dieser Funktionen erforderlichen Bedingungen weder 
fehlen noch unberücksichtigt bleiben dürfen, | 
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Sn | 
Es ist wohl einleuchtend, dass man auf eine ganz ähnliche 
Weise, und in Folge der $. $. 8 und ı7 erhält ae 


Rp) = fern Pan dyedett fetten dar dytdet” .. 
=f. Hehe mtr Pantdyida' „mtr Paymtn ehe dat dykdzk u; 


mithin | 
ya (U-dHE EI HE ed Weixt—tdye rd —E" 


EHE 2 BRUST, 
= em u) u uhn Pine ntdye—k dze— .,. 


woraus ferner 


aan re dehehu®.. ET a RR 
dat dyt/det ... Se, det dyf dee", dat dy® dee‘... 


folgt. | or 
Vergleicht man dieses Resultat mit a von 9, 8 und $. 14, 
so sieht man leicht, indem man sie mit der Bestimmung des $. 4 in 
Verbindung bringt, dass, es sei 7 unmittelbar als eine algebraische 
oder transcendente Fünktion einer beliebigen Anzahl absolut- und re- 
lativ-unabhängiger Grössen gegeben, es sei diese Grösse durch Ditfe- 


renziation oder Integration aus einer solchen ‘abzuleiten. sei, 
dete +... EV R en Ä 
REIT ‚ dur . die Sk von t+ködt, IRRE tan 
dx Ay da®, | | 


die Stelle von BR ‚ diese als relativ-unabhängig betrachtet, über- 
geht in 
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det. un je date". er ke dete te". Nah 
dat dyeide.., dardyedee... 12 dardyrdae,.. 


km oo detwte.. Yin v 
“.. a ee ... 


1.2... dx“ dy* dz® ... 


8. 19. 


Inzwischen finden die vorigen Resultate nur in so fern | statt, als 
bloss die Variationen der relativ-unabhängigen Grössen in Betracht 
gezogen werden. Um aber auch die der absolut-unabhängigen Grös- 
sen zu berücksichtigen, verdient überlegt zu werden, dass, um uns 
an den einfachen Fall des $. ı6 zu halten, wenn wir chim 
setzen, slsdann 


Pen = JS: Art y-+Ry, z4-köz, e--Röt.,.} dee, 
ist. Nun ist offenbar dieser Ausdruck gleich 
Se F{ay+Ry,z+ Rzt+ht...} das, 
so fern man hierin nach der Integration &u=x-tköx an die Stelle 
von x setzt. Bezeichnet man daher die Variationen der verschiede- 


nen Ordnungen von Y, so fern sie von den relativ-unabhängigen 
ee JenenBREn mit d,; so Bi man 


fe rl« try. ar Re... } rm, 7+- — 174 a RE 


und, nad man hdrın x-+kdx an die Stelle von x setzt, und das 
Resultat nach Potenzen von k entwickelt, 


n 


k 
Ben 


Lı2:3e: 


Re R> 
Vo=F/+RF4 a HR . 


> 


ar 
»- 
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worin 


nr . Sermergie md ar 
\ - I, Ze. Zn (n-r.) da?” i 


ist ($. 9). | 


Man übersieht leicht, dass die Resultate diesem REN ana- 
log ausfallen werden, wie viele absolut- unabhängige Grössen auch zu 
Grunde liegen mögen. 

$. 20. 
Ist die Grösse 7 Femuneb: einer Differenzial- Gleichung von 
der Form 
der dr 
al deren wynte. = = |0s 
welche, der Kürze halber, durch Y7=o dargestellt werden mag, ge- 
geben; so lassen sich daraus wiederum Differenzial- Gleichungen für 
die Variationen der verschiedenen Ordnungen von 7 ableiten. Denn, 
da durch die Substitution von y+Ady,z+kdz,1--Adrt... anstatt 


h .. . J ie .. ö . 
Ys2sb..., diese als relativ-unabhängig betrachtet, — übergeht in - 
X 


dEH N er ge des PB depyp 
4A EEE, der 
dx“ dx* 1,2 dx“ 1.2.3.n- dx 


CI I 27 u 


nach $. 18; so hat man 


d7 LI d»y7 


37. ——tu 
Ha. A ar RER: ar tr Ar awe I gas je 0 


| z,y+Röy, z-4+klz, t4-Altı.. / J 


unabhängig von k und den Variationen, dy, dz, dt... 


dr, , dam ) 
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Entwickelt man die Grösse auf der finken Seite des Gleichheit- | 

zeichens nach Potenzen von A, so erlangt man die Form 

PLORKLO,RLO RL... = 0 

mitlin ” IH e=0. Ce BEZ IE WR 

Die erste dieser Gleichungen ‘ist nichts anders, als die vor- 

gegebene selbst, und die zweite liefert offenbar, da €, ausser 

Pr, nn Ta 2. te. noch die Grössen er, Ye a a ee 

enthält, eine Differenzial-Gleichung der eten Ordnung für OF, Da nun 

= Sn 2% so ist C=J3/7, so fern nehmlich | ganz 


allgemein, als relativ-unabhängig betrachtet wird. Unter dieser Vor- 


aussetzung, und mit Berücksichtigung ‚der identischen Gleichung ... 


de ie A | 
TI EN hat man daher 
dx“ dx 
IF =o 


als Differenzial- Gleichung für die Variation der ersten Ordnung 
von F. Ä | | 

Substituirt, man ferner in $/Y anstatt y,2,2.,. die Grössen 
y-Hköy, a-+köz, I-+köt..,, und et dass zugleich, ganz all- 


gemein, | 
dr en dr BSR ka): rn; 
: BEN Ve nr 1.2. de“ 
SR a RR, er RAR 10 
und in AN Bea 


da“ dx“ er Bez 1.2. dx“ 
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‘übergehen ($. 18): so erlangt‘ man, das Resultat nach Potenzen von 
k entwickelnd, die Form 


ISITHICPC! Dre OR ern, 
und zwar unabhängig von /; folglich | 
Wo, cCd’—o, C9—=o,u sw. 
| deep, am 


Ueberlegt man nun, dass 7, = a el so leuchtet ein, dass 


PORT on a) Re 


are #3 RP 
ist, so fern nehmlich sowohl BET als < 
| dx“ dx“ 


als relativ - unabhängige 


Grössen betrachtet werden. Unter dieser Voraussetzung hat man 
daher | 
io 

als Differenzial - Gleichung für die Variation der zweiten ae 
von V. 

Ueberhaupt geht hieraus hervor, dass die Differenzial- Gleichun- 
‚gen für die Variationen der. verschiedenen Ordnungen von Z durch 
allmähliges Variiren der vorgegebenen aus einander ‚abgeleitet wer- . 


®. ® f) -@ ® „ar, .d? 1/4 
den könneu, indem man die Vene on de dee’ rt. ‚als 


neue relativ-unabhängige Grössen betrachtet, und die identische Glei- 


are 274 
STITTEARFETaT berücksichtigt Unter dieser Voraus- 


chung dm 


setzung nehmlich liefert uw : 


a =o 
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eine Differenzial-Gleichung für die Variation der zten Ordnung von 
Y', die mit der vorgegebenen Gleichung 77 = o rücksichtlich der 
Differenzial-Coefficienten von einer und derselben Ordnung seyn wird. 

Es leuchtet nicht weniger ein, dass die, auf diese Weise, für die 
Variation der zten Ordnung von 77 hervortretende Differenzial- Glei- 
chung nebst da 77 zugleich die Variationen aller niedrigern Ordnun- 
gen enthalten wird, So fern also die Frage nach der nten Variation von 
F entsteht, wird man vermittelst der (z-ı) vorhergehenden Gleichungen 
die Variationen aller niedrigern Ordnungen zu eliminiren, und darauf 
die resultirende Differenzial- Gleichung zu integriren haben. Da die 
Integral- Gleichung e beliebige Constanten enthalten wird, so fern die 
vorgegebene von der een Ordnung ist; so werden die Werthe von 


ar der deı y N | | 
P: SSR RO Faro für irgend einen Werth von x, . Be x=a, 


gegeben seyn müssen, wenn sowohl 7’, als überhaupt dw 77 besiimmt- 
seyn soll. Dieses vorausgesetzt, hat man zur Bestimmung jener Con- 
stanten, wie man sich, in Folge von &. 16, sehr leicht überzeugt, die 
"Bedingung | 
dee 7 
dx“ 
für &—a, von u=o bis „=g—ı eingeschlossen. 


 ——— 
— 


Die Variationen der verschiedenen Ordnungen von 7, so fern 
solche von den Variationen der relativ-unabhängigen Grössen depen- 
diren, auf diese Weise als bestimmt vorausgesetzt, wird man solche 
mit Rücksicht auf die Variation der absolut-unabhängigen Grösse, , 
nach der oben schon mehrmals bezeichneten Methode, sehr leicht 
entwickeln können, 


\- 
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Es bedarf wchl kaum bemerkt. zu werden, dass die Resultate 


diesem vollkommen analog bleiben, wie viele ahsolut- unabhängige 
Grössen auch zu Grunde liegen mögen, an. Pie 


gar. 


Bis hiezu betrachteten wir zwar beständig Ausdrücke in denen 
keine Differenzial-Coefficienten von den relativ-unabhängigen Grössen 
enthalten waren, Inzwischen leuchtet es ein, dass dieser Fall so- 
gleich auf den verigeu zurück geführt werden kann, indem man nur 
einen jeden der Differenzial-Coefhcienten als eine selbstständige, re- 
lativ-unabhängige Grösse betrachtet, und dabei die Gleichung , . 


a A 


8 0 ey | 
EN ERE bi ($. 14) berücksichtigt, wie solches im folgenden Ra- 


pitel noch näher wird gezeigt werden. 


DER VARIATIONS-RECHNUNG. 33 


- ZWEITES KAPITEL 


- 


Entwickelung und Transformation der FV. ariation erster 

£ / 
Ordnung von unbestimmten Integral-Formeln, zwi- 
schen gegebenen Grenzen genommen. 


WUUNIMUNVNANNINIISUMUUGY 


S. 22, 


In so fern wir die relativ-unabhängigen Grössen nebst ihren Varia- 
tionen, in Funktionen der absolut-unabhängigen Grössen, als gege- 
ben voraussetzen, enthalten die vorigen Betrachtungen alles, was zur 
Bestimmung der Variation irgend einer Ordaung einer, es sei auf eine 
entwickelte Weise, es sei vermittelst einer primitiven, oder einer Dif- 
ferenzial- Gleichung, gegebenen Grösse von der Variations-Rechnung 
gefordert werden kann; nachdem durch dieselben alles auf. Differen- 
ziation und Integration, als bekannte analytische Operationen, zurück- 
geführt worden ist. Allein bei der Anwendung dieser Prinzipien auf 
Aufgaben möchte diesen Voraussetzungen wohl höchst selten entspro- 
chen werden. Zu den interessantesten Anwendungen, die man bis- 


L5)] 


# 
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jetzt von der Variations-Rechnung gemacht hat, : ‚gehören diejenigen, 
welche die Bestimmung der grössten und kleinsten Werthe unbe- 
stimmter Integral- Formeln, zwischen besiimmten Gränzen genom- 
men, zum Gegenstande haben. Die relativ- unabhängigen Grössen 
sind hier gerade die fraglichen, und ihre Variationen bleiben gänz- 
‘lich unbestimmt. Die Variation der ersten Ordaung einer solchen 
‚Formel, welche hier vorzugsweise in Betracht kommt, bedarf zu die- 
sem Zwecke einer Transformation, mit der man sich besonders zu 
befreunden hat, wenn man die Anwendung der bisjetzt dargestellten 
Prinzipien, ihrem wahren Geiste nach, auf zu fassen wünscht. Es ist 
aus diesem Grunde, dass es nicht überflüssig seyn wird, diesem Ge- 
genstande eine besondere Betrachtung zu ‚widmen, 


8. 25. 


IB, ET N AmAEN ‚ge,dee, de ar, 4 


dx dx? er . de” "de dx? da«® dx" 


„> d’e d’ı dPr .„.du d’u d’u di: 
aaa GE dx1 


wo x als absolut-, Y>2;t,w... hingegen als relativ-unabhängig be- 
trachtet werden, und Feine beliebige algebraische oder transcendente 
Funktion von den sich unter diesem Zeichen befindlichen Grössen 
 andeuten soll; ferner sei | 


P=/Weir, 
das, Integral von c=a bis x—=b erstreckt, und die Frage nach JY. 
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Setzt man, der Bequemlichkeit wegen, 


dy dry „ dy „day 

—) —Ys — u ... == (m) 
dx , dx? 4 dx? 4 d 7 
dz__ ; arg an AP I d’z (m) v 
TEE ns Te er 
di der BUT ” dPz 
—l,—- r} — Lt » 900 0 —— :P, 
de ' dx? dx’ dxP | 

dia „. driire,. d° ze dIz 3 
gr ee > Seas 3 A = suse pememrung 9 
‚d& dx? dx? dx14 x 

U, Ss. W 


so ist 


| YYYV y", pe ym); 


L; YaR! Fi ... ıP Fi 1% L, Fa 9» u(® 


folglich, indem überhaupt 


mn. di 
d T 


% dx! 


ist ($. ı2.), | | 


Het 
Hr ar Har 

kn EN 
aa zu 


SEE, ” ıD 
2,2,2 52 sr, 2(0) 


A Ei or 


> } 
PERZ 


drdu 
ee: 
r 


x 


d’yı RA vu (r) — 
dat 


te (= 3% Y 


dy' /do® dym)/ dem 
dd? z d"dz 
1 Jet” (em den. 
4FP \d’%e N dr" 3 3 
di” a Warn daP 
AP \ du, NET, 
du” /dx® er dxd 
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so fern man von der Variation von & absrahirt, _ 
Bezeichnet man ferner, der Kürze halber,, 


(E) mit ie ei ‚mit Mid mit Z; nn mit U; 

(Fr ) mit E En ) mit 2, 1. () mit Z, ei mit Ö; 
Gr, mit Y, (Gr) mit FA ER mit er) mit U 3 

überhaupt (ar „) mit Y, u) ir (a2, Eh 2) mit U; 

wie Inch | 

Pr Br. Pr 

3 ER N a a, 

a er 


so hat man 


Iwery+ "rar + ze Ben 


+7 + Merz DER GENE DIE, 
u, 5. W,; | 
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" folglich di oıVv=fo Wdx,. 
das Integral von —a bis zb genommen ($. 16), 
wie auch | 
HR | 
VE See a A) pa 
r r 
. T de zz i ya de, 
u. $s w 
E56, 


T dr %z d 
r37 Pi f oc 
Z 1 


d r ar # 
Vf = /Nyde}'®z fr az + Zda 


r Kr 4 A e } 
+ Twde pr z/ I TE det Omdetisfg 2 da 
Kr. Tr 


WS. W., 
die Integrale von x = a bis x = 5 erstreckt, 

Die Haupt- Transformation, deren dieser Ausdruck zum Behufe 
der oben näher bezeichneten Anwendung bedarf, kommt darauf zu- 
rück, die Differenzial-Coefhcienten der verschiedenen Ordnungen der 
Variationen dy dz, dt, du u. s. w. von dem Integrations-Zeichen zu 
befreien. | 

Zu diesem Ende verdient bemerkt zu werden, dass, wenn P und 
Q irgend welche Funktionen von © bezeichnen, den Anfangsgründen 
der Integral- Bu BurUE gemäss, | 


ka dp IR d?:? IR 
Vrißu=tf,  Qde ai der de dara RT EEE ER Tale 
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ist, Das obere Zeichen findet statt, wenn r eine gerade, das untere 
hingegen, wenn r eine ungerade Zahl ist; auch dürfen die, von dem 
Integrations-Zeichen befreiten Glieder, für die verschiedenen Werthe 
von r, nur so weit genommen werden, als die Ordnungs- Zahlen der 
Differenzial-Coefficienten von ?, mit Einschluss: der Null, positiv aus- 
fallen. Diesem nach lässt sich der Inbegriff dieser Glieder auf eine 
BEIUemme, Weise durch 
eh S der pP are Et 
Sn ae 
darstellen, wo das obere Zeichen genommen werden muss, wenn 
eine gerade, das untere aber, wenn u eirme ungerade Zahl ist, und C 
eine beliebige Constante bedeutet, Unter dieser Voraussetzung hat man 


re Dode A 1.. rg. KT EN 106, 


Wenden wir diesen Satz auf die obigen Integral- Ausdrücke an, 
so erlangen wir, indem wir Y an die Stelle von ? und dy an die 
Stelle Q treten lassen, 

Er ww | 
r gr zit arm any 
SYS ra RE en s4 +-C; 


| + "daeı dere 
folglich, da 


:p | 
T dıy e d' Y 
Lumyı + SIE ydı= J ax als re dal 7 
ist, : 
r 


# ex 
dry im Sra,ıe der Yar- key 
ul Fin Pan ty >> Sp 1 


? 


+ "2 C. 


pP 
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Es ist leicht einzusehen, dass: man für die, aus den Variationen 

von z,t,u... entspringenden Grössen: ähnliche Formen erhält, Sub- 
stituirt man daher diese Formen, so: erlangt man 


% 


37. — ai 1..m Eye 1.0 Sınura, A" 1% aray 
VA vir+ | 2+ e + | z S Hdagı Er 


r 


T: T e- a 2 j 
ar S\z + er a Niet N 


Faxe  dare 


T: 


2 u r 2 a 3 
+felr4 Tb dr7' hit FueBas us ET LT ders 


der ‚rdxeı dar 


r: 


r r 
5 | 24.9 ER dU i . 2:.9 d“! U dT fr 777 
+fdu \v T + der Ne+ = tg Fa N 


XerL dar 
u.s.w-+6C, 


vnrze—zabsz = genommen, wo die obern Zeichen gelten, 
wenn r und x gerade, die untern hingegen, wenn sie ungerade Zah- 
len sind. | 
Wünscht man zugleich die Variation der absolut-unabhängigen | 

Grösse & zu berücksichtigen, so tritt nach den $. $. g und ıo noch. 
das Glied 77% hinzu. Ä 

“ Eine zweite Transformation der Form von $7 betrifft die ent- 
wickelte Darstellung des von dem Integrations Zeichen befreiten Thei- 
les. Es ist nehmlich für die Anwendung höchst wichtig, diese so 
einzurichten, dass sie nach den Ordnungszahlen der Differenzial-Ver- 
hältnisse von den Variationen ey, da, dt, dur... fortschreite.e Nimmt 
man daher den Ausdruck \ 
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| € A 
1m nr GEN amıy andy 
| nr Iadeı dere | 
und entwickelt denselben nach diesem Prinzipe, so erhält man 

E weyad Bl ehe Ta. anal 

T..m Yy AR Rs: 2y z.m dr IP 
dy z Me 1 dz z Hr ‚der2 Ide® + ee, + dem- Ba 

Aehnliche Ausdrücke finden offenbar für die analogen Grössen 
statt, welche aus den Variationen von z, t, u u. 5. W. entstehen, Mit 
Rücksicht auf die Variation von x hat man demnach 


‘? A Er T R 
iR " 1.,m ur i| } A Tr az > IA: ! 
v—/% Ir+ >> Beer, at 124 | ee a | de 


der 
. | r 
REN Su "Po + ar ee + de» 
u, Ss. W, 
- 
a 
| r r 2 r | = ; 


| N A h 4% 
3, 4, 7 dir 2. u ae Ddracn.. ‚Da 37T DE 
ae 23 Hıdarı ! de dar lde: Ars u eg 


D; 


ra ga Mas I, d2U d33u 3.1, " desi7 BR: du q 
ei Tu 2 + derı Anke 27 der-2 Eee za dar-3 En dxq-i u 
u. Ss W. 


—ı Mi + C 


vonz=absx =D. 
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‘Um nun den Werth dieses Ausdrucks zwischen den bezeichneten 
Grenzen zu erhalten, hat man bekanntlich in demselben anstatt 
erst den Werth von a, alsdann den von b zu substituiren, ı und erste- 
res Resultat vom letzteren abzuzichen. 

Es sei daher für x = a | 
e—da, Yadyın,de— dans N = dio. nr RE u. 8. w; 


T T 


To» a an Z en Z a Tiys [AM Ua) U. 8 W.; y 
undfüxzx=b _. | | ur | 
or=db, y—dya, dam dan: dt dtn, du—mdun us W; 


T r 


. Tr Tr Ios, r T T 
He N ne rn Zee Tour = Day Urs 
Substituirt- man nun im obigen Ausdrucke beide diese Systeme 
von Werthen nach einander, und verrichtet die geforderte Subtrac- 
tion; so erhält man, indem man die Grösser, in welche allgemein 


B r { T 
T- 12 r- 
Falk @ ude=b SUSEeN: mit Gern, nd AI be- 
date | da”# dhr# 
zeichnet, 
21 Dr di Y\ | | [ ie d! Z ) 
= BR herren IA Godkanı Brake A: 
( J ( J 
f Pier) f ev) 
T...Pp x 1 11. 3 
( & 


u, Ss. W, 
Be 


I ie ya Ya) diyıat. nl ar 2Y, drdyaz.m__ dr a Ay 


LPT? Kae "den ra hg m 
d"” 17 \ d’z ai = n dt 22, 2) Sn DS eds 32. rn) IR na n 
BER 2 Ne dor: Be SE et Rama Tut ggaı Ze) 


[61 


42 KAP. I, EN TWICKELUN = UND TRAN STORMAT. 


£ 


1 WW o!b — VW oyias 


Le.p_ d” 7 ddr “ :p dr2T5) je Olfa 7 p_.\.d 377, dP-Tyz.2) p 
t (2)  A9era) (2) 2 una) nr O 
te (a). aeg gang dar Mr 2. dae2 2 ap + dur3 Fu dip-ı | (2) 
® 
2 ne DR d! Rue „Pury3- :q dr 20 d? tue. .q Tu Um _dET ya A 
ren) 2, Vu 7 de =; "db® db: + db"3 Berl. dar 2) 
u. 8 w 
r F 
N a de pr Ya, dıyaya- In ME d’ edyınz. m d"3Feı, dt dyım 
ey ya Se nn dar FLO ne: Ep +1 r2 dar? da® a: m da"3 ur dam! (v 
“ 
N ns ar 73 Bzima..n ar Zi d’dze, 3 RE) Nyzayn 
Bi .Y da " da + da”2 da: da”3 ‘ 7 dar: er 
rt r Er | 137° dp 
r-1 
Bi an d’ Ten, een dr- det SL! )3 ;* Eu RRe N N A ea F 
| BI THURaT SEHR UUSEINE MON Far dan Tin 
: 
ae 1 d" "Un \ Aduenen 1,_t U d? ADB a „ li AT dm 9 
I et A dass gas Kdae® day or Re 
u, $5.W, ri 


so fern man die Integrale von c=a bis x—D erstreckt, und die 


oberen Zeichen nimmt, 
wenn 7 eine ungerade Zahl ist. 


wenn r eine gerade, die untern hingegen, 


g ab. 


Im Falle 777 bloss eine algebraische oder transcendente Funk- . 


2 


d 
tion von X, y» -; + 1 yes» ist, SO ist d2—0, OR du=o u, Ss. w, 


und man hat alsdann, mit Rücksicht auf die. Variation von x, 
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ver Ir+ Kun rd I | de | 


ya gr dr af Ara. .. ‚m dr de ya. ‚m ray, dei), .m 


dir! ” db dör-2 db 477, dbr3 — be Fa "rY 

r \ 
er d’- u Byım ye.m _.dr2Y, Y, I’yar mas Yo Ad Ryen EN 
da odz | da”? da: da!3 dam ; 


+ a) db Ko Wo da, 


das Integral von <=a bis —b erstreckt. 


dz d’z d"z 
Ist W ineraieas noch Funktion von 2, —» — >»... —; so 
| cr de® dı? _ 


kommt zu dem vorigen Anedich für 87 noch folgender hinzu; 


T | r 
| .. d“ var diz. 2% n__d’?Z, d’dza3.n__d' 32% _ do) n 
a rn Da A San 


dr dans. ‚n az d’!z- A de 32 K za n 


ae kök? ee 
3477, dar da + dat2 do? + da3 ' da": RU 


das Integral von x=a bis =D genommen, 


Ist ZU ausserdem noch Funktion von Z,x... und deren Differen- 
zial- Coefficienten, so treten zu den vorigen Ausdrücken für $7” 
noch Ausdrücke mit Beziehung auf diese Grössen hinzu, welche je- 
‚nen Formen offenbar vollkommen analog sind; und es geht hieraus 


x ur tin 


44 KAP. IL 'ENTWICKELUNG UND TRANSFORMAT. 


ganz allgemein die Weise hervor, auf welche von der Variation von 
SF dx, wo I nur eine einzige relativ-unabhängige Grösse enthält, 
zu derjenigen der Uebergang gemacht werden kann, wo /7 von ei- 
ner beliebigen Anzahl derselben abhängig ist. ‚Betrachtet nian. die 
Ausdrücke, welche für d77’aus den Variationen der verschiedenen re- 
lativ-unabhängigen Grössen entstehen, näher, so sieht man, dass sie 
alle in zwei Haupttheile zerfallen, von denen der eine mit dem Inte- 
- grations- Zeichen behaftet, der andere hingegen von solchem befreit, 
und lediglich von den, den Grenzen des Integrals entsprechenden 
Werthen abhängig ist. Dieser Theil, nach den Ordnungszahlen der 
Differenzial- Verhältnisse der Variationen geordnet, und auf beide. 
Grenzen bezogen, enthält zweimal so viele Glieder, als in 777 die 
Ordnungszahl des höchsten Differenzial Coefficienten der betreffenden 
‚Grösse Einheiten enthält. Was den, unter dem Integrations- Zeichen 
befindlichen Theil anbelangt, so enthält die, z. B, in dydx multipli- 
cirte Grösse ebenfalls Differenzial- Verhältnisse, Es ist aber einleuch- 
tend, dass die Ordnungszahl des höchsten derselben niemals diejenige 
Zahl wird übersteigen können, welche man erhält, wenn man die 
Ordnungszahl des höchsen Differenzial- Coelficientan von y in FF zu 
der höchsten Ordnungszahl der daselbst angedeuteten Differenziatio- 
nen hinzu addirt,. Es ist aber keinesweges der Fall, dass beide diese 
Zahlen einander stets gleich seyn müssen, nachdem der Differenzial- 
Coefficient einer abhängigen Grösse, in Beziehung auf eine der als 
unabhängig betrachteten genommen, bei gewissen Formen der Funk- 
Un 


Y mn 
tion, von dieser, mithin auch Y = (——}, 
dyı®) 


unter gewissen Umstän- 


den, von y{m) unabhängig werden kann, Aehnliche Bemerkungen fin- 
den offenbar hinsichtlich der aus 2, £, u... entspringenden Aus- 
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drücke statt , Auch ‚sieht man, dass derjenige Theil von 77, w elcher 
aus der Vari ation der absolut-unabhängigen Grösse x entsteht, von 
_ dem Integrations- Zeichen gänzlich befreit ist; und es leuchtet im 
Allgemeinen ein, dass, im Falle IF, ausser den bezeichneten Grös- 
sen, noch andere enthielte, welche bloss von den Grenzwertken für 


_ 


x, @ und 5 nehmlich, abhängig wären, auf solche alslann bei der 
Variation nach x Rücksicht genommen werden müsste. 


- _ - 


$. 25. 

"Der Fall für Fe Nr de, wo /Y eine Neekrarncle oder trans- 
cendente Funktion von x, y, 2, L,u... nebst deren Bilerenvial. 
Coefficienten bezeichnet, enthält offenbar die einfachste Form, unter 
welcher sich ein unbestimmter ' Integral- Ausdruck darbiethen kann, 
Diese als Element betrachtend, gelangt man zu zusamniengasetztern 
Formen, von denen die Variation jedoch auf die vorige Gesta alt mit 
Leichtigkeit zurückgeführt wird. 

Es sei, um dieses näher zu zeigen, 


dy ae, d”y 
=/(e deeilden 


dey an £ \ 
fo (z,y. , 'die®’ . a ) IN BL ne) de; 


uU. 5 W 
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| | d d’ ak 
== F 2: AN, AI Ad... .% Pe a A 


und | MENrLIV dx, | 
wo f®, fd fP x... F beliebige algebraische oder transcendente 
Funktionen von den sich unter denselben befindenden G üssen be- 
zeichnen, und die Integrale von x = a bis x = Ö erstreckt gedacht 
werden. | 
Abstrahirt man von der Variation von x, so ist, wie vorhin, 
SU —=/IWx, 


das Integral von x = a bis x =D genommen, 


Nun ist, wenn man allgemein; 


RT RER oe N ir N x 
us mit Y bezeichnet, 


IWW (2 a + ( no A + (13) 3a® + ER AO +... 


N 


EV RS: 23. 
NLA a "sr ($. 23.) 


Da aber 
3A= finde, YAD— J Intde, Aa = fa Ine’dz, IN fi smnde, us. w 


| ist; so ist 


V= (Z Vena) ae dat (7 fon odz+. j 


WARTE PSESE % 


und, diesen Werth von &/7 in d7 Substkintrand, 
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v=fü (17 I.) mas 1a (dar er )S nnda} 
fell 2 Siuwdx Ki Hfefoe )s De 
Ar Ya sr er). 


die Integrale von © = a Ba genommen. 


‚Es ist aber 


Sellz 1 )/iu Ad rerymerm fe 7 )az Kinder. 
SC) Smadz\ — za) sen [U (131) ee: 


u. S. W 


folglich, indem man diese Werthe Subetichrrt 


YV— Linde )iex fin N 7 )aexın dx } 
177 en | 
ED Dee 
+ ei re 5 )1xx y sr Dddr— ra A alex made 


J ( De Arie BAT (17° Yazxineae} 


8 W. u. $S, W. 
A 
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Amt N 


die Integrale vonx=a bis x = —b erstreckt. 


Bezeichnet man daher AIEEROER dieser Hörchzen | 10% 


Fl yie mit If ( Jar m of (77) de mit 9, u. sw; 
d Be 


dA 
und überlegt, dass, unter dieser Vöraussetzung, 


Ifinde—/Iinde, I". ende = SI on dr, I dal? d de 


u. s, w. ist; so erlangt man 


(a2) ER, (82 | 
vll Are ek: \ ar: > 


| Re AV L 
2 me. heute (2) {9} 37 
+ fie “h (Ya | Ipe a4 fl (3 as 1% Ind 


12.8. 0W u: w 
Anh LS } 
tk RR 
Hr h DEHLARN 
® Ä dx! J 
die Integrale von m —=abis 2 => erstreckt. 
Da aber 
In ER mr - 
— (xy. Be EL, ar, ek = Ur 
> d2’ der’ der” dr” 


ist, so ist, indem man ganz allgemein 
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5 ( 2a mi “on 
bezeichnet, 
N Am r d’iy 
a I 


EN de! ? | 
und, unter einer analogen Bezeichnung, 
RR 9 


Kay ' 


r:2 


; F 1,40 T 
Sud — YR%y a ET 7, 


L rap rd 
WIZETOH LH 200) I, 


“ U. 8: 3Wey, een 


Substituirt man diese Werthe, so kommt 


zT 
21.,,0 r.- dry Y d 
« 27: f{r SE yo YYy-+ zT =} 5% 
1 _ r i ae RL = RE 
floss I) Jar) in sy ya 3 


pri (er SEHR ar mt" Pain Y 4 .. 


+/IP- We) se ‚oz, XTaYy-L 2 ern) 42 


u. 5. W Le 
[73 
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u Integrale von x=a bis zb erstreckt. 
Setzt man nun, der Kürze. wegen, 


I SZ) — &, 1 SE) m En. 


" ze—f ie A 5x 19 Tan a) dz = RS 


uU, 5 WW 
wie auch 

- ET + EOTOD + ZEIT) + EST + Yr=Y, 

Er + &0 TO + EOT@) + EOTo) + Y- 

er + Er + Bar» +2979+..1=Y 


allgemein 


er LET + OT + 2) 1%) + va 


so erlangt man / 
ge =. 12 r dr BR ) 1 


das Integral vnz=abse—=b genommen, und unter (e), um 
keine Glieder zu verfehlen, die grösste der Zahlen A, m, n,p,g 
verstanden, | - 

Nach der im vorigen $. BEN Beubsking ist es einleuch- 
tend, dass, wenn 7, nm, u®, n®, .n®... zugleich Funktionen von 


ER 
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J 

z, t,n... und deren :Differenzial- Coefhicienten wären, alsdann hin- 
sichtlich jeder dieser. Grössen ein, dem vorigen vollkommen analoger 
Ausdruck zu jenem für "$7 Rinzutreten würde; wie auch, dass die 
Variation von x noch ‘das Glied /7)x verschaftt. Transformirt man 
nun den obigen Ausdruck nach der in &. 23. dargestellten Methode, und 
nimmt den Werth desselben innerhalb der bezeichneten Grenzen; so 
erlangt man unter einer, der dortigen ähnlichen Bezeichnung, und 
mit Berücksichtigung der KT, von x 


ae a" @_ „ar \ dx 


H ’ 
J 
(@ Yu Uyey2- , dr Yo d(e)1y | (e) 
& E Ye) (8 
ya Se Dr tr Arf die Zn ER TOR Ye) 
x $ L 
au, Be Or dr Yo  ddyına @ da. AO ye () 
% de dar da DT dar BER ar 1 BITSN Ya) 
— I eo) db — [AA da ; ur 


wo das Integral vonx = a bis x = b erstreckt, und die obern Zei- 
chen genommien werden müssen, wenn r eine gerade, die ‚untern Lem 
gegen, wenn r eine ungerade Zahl ist. 


4 \ 
Ist 7 bloss eine Funktion von n, x, Yes ia 2 sei. 80 ist 
Y) = 0,1Y® — 0, Yd) — 0, us. w. 
r r r 
mithin - | | Yet r 


Ist 7 zugleich eine Funktion von n); so ist 


T r r r 
Y=surIIT Tr 


U. OF‘. LiB, 
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It 7 a eine Funktion von nm; ‘so ist 


— Er - Eu T@) Er zaTo) = E 
Hieraus ne hervor, auf welche Weise von En hen Falle 
zu den zusammengesetztern allmählig ‚fortgeschritten‘ werden kann. 
Uebrigens ist es einleuchtend, dass: die, im vorigen $. hinsichtlich 
der mit dem Integrations- Zeichen behafteten, und der davon befreiten 
Theile gemachten Bemerkungen auch hier nee unbedingte Anwen- 
Hadgst finden. | 


8.26. 


Auch in dem Falle, wo die Grössen n, n‘®, 1%, n® u.s. w. selbst 
noch anderweitige Integral-Ausdrücke enthalten, lässt sich die Varia- 
tion der ersten Ordnung von 7 auf die Be des Ss 23. zurück-. 
führen. 

Es sei 


) er), at. 
W= sFr fr a een }- 


i i EN Ti dy d’y d 
es 3 m 7% 3), 73 „a m). ee { 
n = W° A: IFO—FR f. or ne eo R 


. 


MW) (2)— ( ) ai F) re „se LE 
I Wed, W Fa ! re 3 dx’ de® he af” 


| dv .d2 Oak» 
auf Fadss, We Fof T,XY Br no re) 3 
us. W | | 


Y,d’y km 1 
- —— (n) 0 la n } 3 ass 
(a2) = mode, IE© =F‘ {2 & "dx de? dazkm)! 
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und | 

wo die Integrale von 2 er, bis x. =. b erstreckt gedacht erden 
Es ist, wie vorhin, | 

| Wef’Wix, 

das Integral von 2 =.e.Dbis’x — 5 genommen; und, da 


eh k. 
N Be ur, “. el; 
x 


en, 


ee m Hry + I 


se ” | 
ih 
Ic el hy ’dn + BEN er + 1u..k Sy d’dy DE 
KL 
die Berl vnz=e bis z=b N 
Nun ist, in Folge der gegebenen Gleichungen, 


\ 
pls 1.) r. diy 


3 warn r 
N VPE de, We re» imo ray +" sro 


T 
- PEN 1.9 ed yy 
‘3 


du?) = =f DIAS ES Ivo) — Dy sy. Pr] 


[2 


us W u. 8. W. 
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t r 
an Ba. he d' 
dıT'"-T) =/f II m) de, 3 Vu) = Yoaıyy + ® >> area i 


Eliminirt man vermittelst dieser Gleichungen aus $77 die Grössen 
dr. UP, In, 87” u s w.; so erlangt ı man 


| EN I, a 
7 —=j de Yıy Eh dir In Ei 
| TIal3 da! .) 
fe 7) je trey+ 10 N 
v Re 
) 
ING Ir r r dryy 
in I dr 1) „de führer +" er } 


(1 ee) I “ik p ) 
u. Ss. w. | 
| av TV an) ) 
a 7) de „por 1) I er -1) )dz af Yo) %Y +" er et 
die Integrale vonxz—=aebse = = erstreckt. 


Um diesen Ausdruck zu vereinfachen, wollen wir. die Form. 


[tax [Lode/Lode/Loda.SLOdr, 
von x = a bis x = D genommen, etwas näher betrachten. 


Bezeichnen wir, der Kürze halber, ganz allgemein 


SED an fee >an [tar far. [29x mie 09 (2, 


f 
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so ist offenbar | 
OPEL fi 7 dt oe, (Im) 
en dom LM are 


Da nun, unter dieser Bezeichnung, die vorgesetzte Grösse in Q 
übergeht; so hat man 


PORN 7220030 


— /Lix x o)— /(/ Läxx da“ )) 


Bezeichnet man her f Ida vnx=a z bis x — b, mit, Z, so 
hat man 


S 


EOr Ark a da”) 
Es ist aber r 


ar? —_ fi ADLER „ nach (ZJ), | 
folglich | Dh 


uam = Mg ®; 

. wie auch, da J eine constante Zahl ist, 

Ifi Tao” = Ir 4x oo, 
mithin | | | 
a=/(I—/ Ldx) Paz o®—=/f Po” 
oder 


Q —/( J— -/ Ldx ) Maxx oO _ - MVa-rzagr0a % dao®}- 


Setzt man daher Sa_f Last! ’dx, von c=abis zb, Blech 


56 KAP. I. ENTWICKEL UNG ‚UND TRAN SFO ORMAT. 


gleich I) so kommt 


2= Po — F: Ifa- jEiskohn x >} 
Es ist aber 
a en Ji FAR am, nach (ZI), 
“ folglich el 
I ERNOZEIE ACHTE O 


wie auch 
| 2 YrPaz a” N E PR; 


mithin 
= anf IP? fir - RR y O4} 1a Ro) = = ea. 


oder 


2 af i TA L —/[Ldx} Pax 17, Mr u x 0® 


= fi Ir -SU-— JLda }2" Id Er pa“ 


Setzt man daher 


_ 


fa Ge od ger ER vonz=abise=D gleich 2, 
so erhält man | - | 
RE PC) BR „4 | Ä we —S{I—[Lday L de ide ao® 
Da aber 
ao er T®dx oa», nach (77) 


„ 
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mithin h | 
da® —- Lg tu o® E 


\ 


und Ä fr? ) Hs a» Lues 3% 72 n® I oo» 


ist: so ist 


9 fl Pl -SLI-[Laxr Last” au ROFBRROHN LOHR) 
u. & W ER Ri > | | 
Es sei also ganz allgemein >; 


oder 


AO Le FE x or» BAR F; { JS. p”» xda0t2 }. 
Setzt man nun | | | 
FE P® von x —=a bis =D gleich 219% 


- so hat man 


Aber es ist. en e 
ot Leo FD, nach II, 
folglich 5 un 
| d ar Ks 7,019 dx orr?, 
wie auch | BR 
IR AR dor? = fr? a oe, 


mithin, indem man diese Werthe substituirt, 


[81 


> 
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I { ID POT‘ Ya. 
Da nun ; 
| o® = fi 1oax, 
da® = L‘® a 


\ oern et 


ist; so hat man, indem man (A-+2) = g setzt, 


(i3= | Be J. PeER HaZz = F. per Ogr. 


Hieraus geht hervor, dass jeder Ausdruck von der Form 


Stan Laer fIPax... Stra 
vonx = abis x = db auf die Form | 
fi peDLOge 


\ 
zurück geführt werden kann, wo 


PS Y. J rer /\ 9 SI ıd_ Ä ze», u | 
12 \ | R er 
2 S{I/Ldey. 2 dx Y9dr I1 War. & fr 
ist, | | 
Wenden wir dieses Resultat auf den obigen ‚ für d77 entwickel- 


ten, Ausdruck an, indem wir an die Stelle von Z, A 19, . die, 
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da N (dVa d/V (a) Ä 
Grössen —), (er). (De) „+... und an die Stelle von Z® 


Tas ) 
e) r 
die Grösse {y VaRTalT z wu treten lassen: so erlangen 
‚& a. | 


wir, unter einer analogen Bezeichnung, 


; ) 
| \rv A le 
} 


4 4 
= p < yo y an. ‚e | 38% d 8Y Y dr 
I. ( dx" } 


( 8) d! 
DE ya) su. Lk‘ 2 Y N de 
+/P se y+" zr@ f 


v ( s (3) d' S ) 

Sr) x 1,8 ey Ar 

Mu Bp “ yH+ ref 
u. $S, W 


rT 
anf 5 kr... dr ) 
. an P FR ) W MR re: dx, 
die Integrale von x = a bis x —= b erstreckt. 
'Bezeichnet man daher | 
Y+ p yPı p” y. + p® yo .p9 YO. pr 7m) mit We 
allgemein 


EL pP ynıp®r®L p® y®_p® vo. pe Di, mit v, 


— 


Bu 
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f ? r 3 
ff 2.) dT dY | 
das Integral von x — a bis x = 5 genommen, ‚und unter (A), ‘um 


Glieder zu verfehlen, die grösste von den Zahlen Kl; 29, BASE 


‚Ak verstanden. Es ist einleuchtend, dass, im Falle die 


Grössen 7, ww»; w*®, N ; zugleich Funktionen von den relativ- 
unabhängigen Grössen z, £, zw... und deren Differenzial-Coefficien- 
ten wären, alsdann zu dem vorigen Ausdruck für d F hinsichtlich je- 
der diese Grössen ein ihm vollkommen analoger, Ausdruck hinzukom- 
men würde; ‚wie auch, dass die Berücksichtigung der Variation der 
absolut-unabhängigen Grösse x noch das Glied dx liefert. 
Transformirt man nun den obigen Ausdruck nach der ‚vorigen 
Methode, und nimmt den Werth desselben innerhalb der bezeichne- 
ten Grenzen: so erlangt man mit Rücksicht auf Re Variation von x 


In Sage N de Werde 
( dx! 


r 


# 


SE d” Y, diyeay2- © dh: Ye Typ) (A) 
Ma (2) =E dar + —— ar: E27 does 2 ii. N | % $) - ua Ye) 
i ; 
zB ae d! vu ya: (A). ray] Yo) „Hy (A) 
34,77, da En di Sr dar-2 ENTER 8x 93° BEE dad Yo 


u. I ob ao IV n.da, 


wo das Integral von x = a bis « = b erstreckt, und die obern Zei- 
ehen genommen werden müssen, wenn’r eine Zar. die untern hin- 
gegen, wenn r eine ungerade Zahl ist. 


x 
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E $. 27- | 
Ist 77 vermittelst einer Differenzial-Gleichung gegeben, so ist die 
Zurückführung der Variation der ersten Ordnung auf die vorige Form 
gleichfalls möglich. | 


Es sei 
‘ 27 12 i 1) m 2 > N, 
EP, = Rn are % % Y q a BL: 54 da, HE bed Pe ee 9 
da. :d2” de de are Er dm dar. der ji 
die Gleichung, aus welcher &7, für vonx—=abisxe=b, be- 
stimmt werden soll, und die wir, der Kürze halber, dureh  . - 
V= o 


darstellen wollen.  Varürt man Mh Gleichung nach ds des 
. ersten Kapitels, so kommt, indem man die vorige lee beibe- 
hält, und überdiess PR 


unx dr ur 47 fr 
ir) Y, Be ey) ie Er = “ ee A Ka) 
| Fr | 


setzt, 


ı 


} 
ee 88 
zY dx! 


Br + 


S. m rd Y_ 
mIwe. 2.06 


Tai ; 02 
SHE der” = nn ——— 
- z 0Z -n SIZ Ir 


e 
iS 
Nemesası 


Us w 
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welches an Barbhane auf $7 eine Differenzial- -Gleichung von der ten 
Ordnung abgiebt. Multiplicirt man diese mit A und integrirt, so 


kommt 
Re Arırı"" EL < r d!s? ha 1 \ 
Ä AP— & x 
( da’ J 


EN Peg r d! r” 
+f darı +. sAr et 2 de 


| u bi 
+ f Yazurt Sa2 ng de 


oder, wenn man 
AY % Y 
en 
r dr 
1.0 r: 323 
TaZE + Wwahg 


u. Ss, w. 
durch x angedeutet, 


{f N r } | / 
Jhewra' a" Ar en de + /xdı = a8 


wo C eine a Constante bezeichnet. 


Wendet man hier die oben dargestellte Transformation an, so 
kommt 


DER VARIATION ERSTER ORDNUNG vzrc. 63 


( 4 r) A Be 
BUND u Wa detap ar 
IPÄRFL""E+ dx > ya ek nah de 
ff er = + "25,2 Fr ER 


Bestimmt man nun A dergestalt, de 


sei, welches in Beziehung auf A eine Differenzial- - Gleichung von der 
uten Ordnung abgiebt: so hat man 


T A 
4 r 
LE vEnere Mi day dr v7 
| + der! dx’? 


+/xdx = C, 


oder, den ersten Theil dieses Ausdruckes nach den Ordnungszahlen 
der Differenzial-Coefficienten von $77 darstellend, 


x 
— ft dar Drau hge Ar, d237°3.. ar 
Ste ran Haze ges 


T 
4374. # d’dap de-myy k 
Tr wen AN dc, 
Da nun ferner die Variation von von x —=abis x =D ver- 
langt wird, so wird die Constante C dergestalt bestimmt werden müs- 
sen, das für =adP” = o sei. Substiturt man daher diesen 


Werth von x in der obigen Gleichung, so kommt, indem man, für 


x = a, fx dx mit Tu, bezeichnet, 


nu 
ed 
_ x 


#* 
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r r r | r r 
Baur acc IPAıyYen d? I nett Pe dr-3 AV), d BL u “ N 20) 


adult ta SE dar Moda ae er Tages 
ar as De 5 
7 mi KR. 5 AV. ER da Fa) nd | 
RR zer nad m Pre Ay Yo + Tır 


Weil aber auch, damit der Werth von 7, für bestimmte Werthe 
von X, Ys 2..., vermittelst der gegebenen Differenzial-Gleichung völ- 


e = I. 
u et Vera 7 für bestimmte Werthe 
da’ dern’ dena ag 


lig bestimmt sei, 


von x gegeben seyn müssen; so werden diese für x = a als be- 
kannt angesehen werden dürfen. Unter dieser Voraussetzung hat 


man 
r n.d’7 #477, NER ‘de 
ö Fa) —0,6 IF) rare Os ; — oO, Der Ze Makel = 0, 
da da? da® dar! ! 


folglich, da 


st, 
da! da! 
ac) dd da) dee 
"da, 100 ae de Te ER 0 ; 
und daker j 
| L — Ta, 


Dieses vorausgesetzt, hat man für d7 zwischen den geforderten 
Grenzen, indem man, für 2 —=b,f xdx mit Te, bezeichnet, die 


Gleichung 


J 
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A F I; ‚r r 
A r-I V BR H-2 27, BR 200 ? 
Ir" kl AuyFn „ed? (32, __d OrION d Fes fr a. 
"dor dd BERND gB® 
; e Y 
aa. _ AA, Ya) 


RB: daI 8 a) 
das Sr ia re 


\ E 
0. ze An Ya) + Ta) era I’) mi, 
Da aber die Gleichung für A 
Ä ir 
r 1 AT 
= HE Hr re 


mu N rassarad Ös 
Er 


als eine Differenzial-Gleichung von der ute® Ordnung, zu einer pri- 
mitiven mit « beliebigen Constanten führt: so wird man (x—ı) der- 
‚selben dergestalt bestimmen können, dass man habe 


T 


r 
rn? A N 
Ben 
r T 
RL 0 RER d"3 Ara Ya) BR: 
% db"-3 = 3 


T r 


4. Ne d”4 Any Yo) ER 
FT god 


us. w. 
Unter dieser Voraussetzung geht die obige Gleichung, da 


Ta — Toy =f xde, 
das Integralvon x = a bsz=b genommen, ist, über in 


[9] 


‘ 
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. X ; 
daR NR 
7A BR Sn BETT Ei == 0, 


düs Integral von © = a bis © = 5 erstreckt, 


Setzt man nun ferner für X den vorigen Werth, it behandelt 
diese Grösse nach der oben dargestellten Methode, so wird man’ of- 
fenbar zu einer, der vorigen vollkommen ähnlichen Form gelangen. 

Die Differenzial- Gleichung für A wird freilich in den mehresten 
Fällen nicht integrirt werden können; inzwischen ist dieses hinsicht- 
lich des Zweckes, um dessentwillen die obige Transformation vorge- 
nommen wird, auch nicht nothwendig, wie solches bei der Anwen- 
dung näher erhellen wird, | 


5. 28. 
Bis hiezu betrachteten wir bloss Formeln von Einer absolut-un- 
_ abhängigen Grösse. Die Ausdrücke mehrerer absslut-unabhängigen 
Grössen sind einer, der vorigen ganz analogen Behandelung fähig; 
nur nimmt die Verwickelung der Gestalt des End-Resultates mit der 
Anzahl derselben unverhältnissmässig zu, Eine nähere Betrachtung 
des Falles, wo zwei solche Grössen zu Grunde liegen, wird hinrei- 
chen, sowohl däs eine, als das andere zu zeigen. 
Es sei | 


rerler „N, a -) N: ae)... 2 er 


wo z als eine Funktion von x ia Y, beide als Bun Dan 
betrachtet, angesehen wird; und 


F=// Wäx dy. 


Do 
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Es dürfte vielleicht nicht überflüssig seyn, ausdrücklich zu bemer- 

ken, .dass Nmazdy=foyfWaz=faxfWy ist, wo die Integrationen der. 
gestalt vollzogen gedacht werden, dass in Pdx die Grösse = und in 
JS Ir (SW dx) die Grösse x als constant betrachtet wird. Soll nun 
von einem solchen Ausdruck das Integral innerhalb bestimmter Gren- 
zen, zz. Bvnz=absx=d,undvny=bbs =D), genom- 
men werden, so wird man / IWdx, y als constant behandelnd, von 
x=abis® = da, und darauf, indem man die resultirende Grösse 


durch S wax selbst andeutet, / dy (/Wdx) vony =D bis 4 =5 
erstrecken, oder auch umgekehrt verfahren können. 
Nun ist für 7 von x=a bis x=a,undvony=b bis y= ip, 


37 = Sf dr dxdy, 


die Integrale innerhalb derselben Grenzen genommen. 


Bezeichnet man daher, der Bequemlichkeit wegen, . . 


(3) BES ı Mer: mit Zw a 
“5 2 \“) mit | E 2@ 5 mit or 
he 
2) m 2 zZ», (: 2) A y (5 mit Zoo, 


allgemein | 5 = mit Z6): 
damı.dy? n) 
j & 
s0 hat’ man, 
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IP—ZIE ZU Ei 2) 2 Zu) +2” > u: za . Jr (2) NE; 


dx dy 
inithin 


dy (m24.20 (2) +20 1a) 1 zo Sr 


| za (d’dz ze ZESERN 
2, : = N hr ) , 


de dy 
d’°z z@ d’°z ’ 
+ Zal y° 7) a Zölkzrrz ) a ukRRl 
d’?z 
je: Zei 30) + u 
u. 85 w. 


die Intasrale vnx=aebse=ad,undvny=bbisy=Db ge- 
nommen; zu welchem Ausdrucke, unter Berücksichtigung der Varia- 
tion von x und y, offenbar noch 


Bar + (5) es ef way Hy f War 


hinzugefügt werden muss, 


Die Forderung, welche eine vorzunehmende Transformation hier 
zu eriüllen hat, ist der des $’s. 25, vollkommen analog, und kann auf 
eine ähnliche Weise EHedier werden. So wie dort, könnte man 
auch hier eine allgemeine Reductions-Formel aufstellen; inzwischen 
würde dieselbe so verwickelt ausfallen, dass es weit bequemer und 
auch für den vorliegenden Zweck hinreichend ist, die Transformation 
an dem obigen Ausdruck unmittelbar zu vollziehen, nachdem sie 
durch eine wiederholte Anwendung des BAapsEe 

jr4 Can ya 3: amt Q 


Fr m dx Er 
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geleistet werden kann. an ist nehmlich 


N 22) #4 [2020 - PD) waay; 
li zu) deay a / Fa aa Fey 1) 32 dady; 
N ze) a2 = = 2 ze (Be), (eine + Hi ze u, 
N 2225 Je a ein f CR ER) 
Near f2 (Ef (Gar Pr) wa 
ale Li aeiy SS al nk Ye = 3ady — 
N) wara 
Re ENT oh 
SEEN NEE) een 
gie ae (ENG te = z 
I a 


Frl 
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rear Er ES) 
N >) ededy; 


U, S, W, 


0,5 W. 
Substituirt man nun diese Werthe in dem obigen Atsalcko für 


Ir und ordnet solchen, so kommt 
‚ zZ d?z@ 4373 f 
= /] dr dy 3z 2—(# )+ (a )- u) NR 
N + (en ZEN} ae) 
— (02 re dr? dy 2 no 


“ +(& Zu) _ ve Zi 
dy? daedyı 4 ... 


d’Za) | 
dy® ie ) +... 
We, ee) ” 
r ana ich, ee) Milde es 
* [4 
h Bau (den er 
2 free dx 3.) 
de, ‚ 
in Ar ke a 
2) ” 
aa d’Za 
+ [dx % { ZH) — (FE + n - 
? NS 
Ze ee 
dy dx dy 
| ; er) & h 
3 ( 
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fr fr +. 


‘ 
\ 
f dy 
| 7a! EVANG 
ee 
|. (d22) 
f ( Wr 12 
4 dy GH 73 —— 00% 
U r 
ar fr (N 23 — 
| u. S. W 
(9) 
'1) dZ; 
+ %2 2) en) + ° 


+ (2 [23-. 
2 8- 


AN @ 22 ne . 


u. S W. 
vnz=abisxz=da,undvony=bbisy = b genommen; zu 


welchem Ausdrucke noch 


x / Wdy Su [ Wix 
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hinzugefügt werden muss, so fern man zugleich die Variationen yon 
x und y zu berücksichtigen wünscht. | 
’Man sieht leicht, dass dieser Ausdruck als drei Haupttheilen 
besteht, Erstlich aus einem, der sich unter dem doppelten Integra- 
tions-Zeichen ‚befindet, und in welchem der höchste Differenzial-Coef- 
ficient, im Allgemeinen, so fern /7 von der nte= Ordnung ist, ‚ven 
der anten Ordnung seyn wird. Zweitens aus einem Theile unter dem 
einfachen Integrations-.Zeichen,: theils nach x, theils nach y, zusam- 
men, so fern die Variationen von x und y unberücksichtigt bleiben, 
on Glieder enthaltend, Drittens aus einem, von dem Integratiens- 


Zeichen gänzlich befreiten Theile, welcher aus ga) Gliedern be- 
steht, 77 


Bezeichnet man nun, der Kürze und Deutlichkeit wegen, 


Any | r},(a) 3 r 
2) für e=a mit (2 E Yelaz 2 EN für Kr b mit | N ; 
dx! de! dh! 

| N A d’ d’3z1b) 


-.. für =d mit (23 . für y=Ö' mit =); 
dor 


wie auch den von dem Integrations-Zeichen befreiten Theil, 
fürgz=aundy=Db mit os 
& —=cdundy au Öd mit a 
Bd und y a y mit oO 
2 —=\.d undy — Dumit a 


wodurch derselbe, fr =ebs @=d, und v=bbisy=db, 
- übergeht in 
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on 0a 0 + ne 
so wird man PR vorigen Ausdruck unter folgender Form darstellen 


können: 
NA Beh TFgs dyY3z F(x,y) 
af dy eh "’ (a,y) + dedagr BF“ Nm, W) 
+f% 3 Ran + ’E: (5 Re 


,@ 


ee WPrLyE ep ca’, 2 er de Bra dar a (x, 2b) 


uU. Ss. W 


ad Ay FM (a,y) / ine (x, 5) 

[0 A Bee N en 
d de) 

fd ( za Ben dx ( ya (®, 


u. Ss. w. 
@) _ 0%) (a’) a). 
j +0 — 2m %& oa; 
wo die Integrale von x = a bsce=d,undvny=2bisy—=# 


erstreckt gedacht werden. Die Berücksichtigung der Variationen von 
x und y würde noch die schon mehrmahls erwähnte Grösse i% 


ve Wy HyS Win, | 
innerhalb der nehmlichen Grenzen. genommen, verschaffen. 


5 


[zo] 


y « 
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DRITTES KAPITEL. 


TEN, der V: aridtions- Rechnung. auf die Bestim- 
mung des Grössten 'und Kleinsten. 


i NIUNEIINANNIIINNIUUNNIE 


We Sr 
W enn in einer identischen Gleichung von der Form 

Ei NfTEL 
wo x die unabhängige, y die abhängige Grösse, und / (x) eine be 
liebige algebraische oder transcendente Funktion von x bezeichnet, 
' der Grösse x nach und nach alle Werthe, von — oo bis. &, bei- 
gelest werden; so sind in Beziehung auf die verschiedenen Werthe, 
welche daraus für y entstehen, vorausgesetzt, dass ‚sie fortwährend 


=. 


reell bleiben, zwei Fälle denkbar; entweder werden diese immerfort 
allmählig zu- oder abnehmen, oder in Ansehung dieser Zu- oder Ab- 
nahme einer oder mehrern Grenzen unterworfen seyn, vermöge wel- 
cher sie anfan, gs wachsend, nachher aber abnehmend, oder umgekehrt, 
Ä fortschreiten. Im letzten Falle muss es in der Reihe von Werthen 
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für y nothwendig einen oder mehrere geben, die grösser oder klei- | 
ner, als die ihnen unmittelbar vorhergehenden und folgenden sind. 
Denjenigen Werth in dieser Reihe, welcher grösser, als der ihm 
unmittelbar vorhergehende und folgende ist, nennt man ein Grös- 
stes, oder‘ein Maximum; während derjenige, welcher kleiner als 
jene ist, ein Kleinstes, oder ein Minimum, genannt wird. 


S, 30. 

Denkt man sich in obiger Gleichung anstätt des dub dstleen r 
die zweitheilise Grösse x -Hi gesetzt, und den dadurch entstehenden, 
von 2 abhängigen Theil mit er bezeichnet; so erlangt man die iden- 
tische Gleichung . 
| 1y= fos4H — fe@). | 

Da Ay den Unterschied zwischen den beiden Werthen von y, & 
und © -+-z entsprechend, darstellt; so wird auch eben diese Grösse, 
so fern für i- jeder Grad von Kleinheit gestattet bleibt, den Unter- 
schied zwischen dem’ vorhergehenden und folgenden Werth von y, 
ganz allgemein, repräsentiren können, So lange daher Ay, für be- 
stimmte Werthe von x, wie klein auch z genommen werde, positiv 
ist, werden die verschiedenen Werthe von y wachsend, — so lange 
‘ aber diese Grösse negativ ist, jene Werthe abnehmend fortgehen. 
Wenn also y anfangs wachsend, nachher aber abnehmend, oder unı- 
gekehrt, anfangs abnehmend, nachher aber. zunehmend, fortschreiten 
soll; so wird Ay, ım ersten Falle, anfangs positiv, nachher aber_ne- 
gativ seyn, mithin aus dem Positiven in das Negative, — im letzten 
Falle hingegen negativ, nachher aber positiv, folglich aus dem Nega- 
tiven in das Positive übergehen müssen. Wenn nun Ay, durch eine 
allmählige Zunahme von x, aus dem Negativen in das Positive, oder 
umgekehrt, von dem Positiven in das Negative übergehen soll; so 
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wird es: nothwendigerweise einen Werth für x, z.B. oz, geben müs- 
sen, so beschaffen, dass, wenn man statt seiner a + % substituirt, Ay 
positiv oder negativ, -- wenn man aber a — Ah substituirt, Ay negativ oder 
positiv wird, wie klein auch % und z, die übrigens vollkommen unab- 
'hängig von einander sind, genommen werden. Offenbar ist es als- 
dann dieser Werth von x, a nehmlich,. der einem Maximum oder 
Minimum von y entspricht. 

Setzt man daher in der obigen Gleichung . für Ay anstatt x ein- 
mal:@ + %, und ein andermal a — 7, so hat man, indem man für @ 
das Zeichen x beibehält, hinsichtlich des Artiımamg und Minimums 
folgende zwei Bedingungen; | | ut 

f @+h+i) —f.e+ negativ oder positiv, 
Sf c—h-+i) — f (&<—h) positiv oder usa, 
wie klein auch % und z genommen werden. | 

Entwickelt man nun diese Grössen - nach steigenden. Potenzen 
von i, so erlangt man für jene a wegen des unbestimm- 
ten 7, 


erh ‚Elch 248 f@+h) „9 


a x nen N, ne ee oder positiv, 


n- 


Nr nal R ah en + en} Er ae oder negativ, Er 
wie klein auch % und z genommen werden. Ew ae, 

Da diese Reihen mit i —= o verschwinden, so nn bekanntlich 
ı.so klein gedacht werden, dass die Zeichen ihrer Werthe allein von 
denen ihrer Anfangsglieder abhängig sind. Die vorigen Bedingungen 
gehen also, da z als positiv hemanhter wird, über in 


.d.f(&+-h) 
dx 


negativ A positiv, 
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' Me | 


und positiv oder r negativ, 


wie klein auch % ehommen werde. 
EU NIE RR 
Bekanntlich ist das Zeichen einer zusammengesetzten Grösse von 
den. Zeichen ihrer Factoren und Divisoren abhängig. Damit also die 
obigen Bedingungen statt finden können, werden sie nothwendiger- 


weise für einen der-Factoren oder Divisoren jener Grössen statt ha- 
ben müssen.. N wir daher irgend einen einfachen Factor 


oder Divisor von ee = mit 9 (242) 'worunter also: eine ganze 


Funktion. von x verstanden wird; so haben wir die Bedingungen 
2 0 (x -+-A) negatıy oder positiv, 
0 (x —h) positiv oder negativ, 
wie klein auch A genommen werde. 
Entwickelt man diese Grössen .nach steigenden Potenzen von A, 
so erlangt man die Formen | 
ea) + MAP N7R Br ERR ... negativ oder positiv, 
ea) + M(—h)” .Nt—h> + P-AP, +... positiv oder negativ, 
‚wie. klein auch % genommen: werde, und “ wegen des besonderen 
Werthes von x, die Exponenten n, z, p... so wohl gebrochene, .als 
ganze, nuf, indem die von 2 abhängigen Theile für A=o verschwin- 
den müssen, ‚keine negative Zahlen seyn können. Da nun, aus eben 
diesem Grunde, A so klein genommen werden kann, dass das Zei- 
chen des Werthes einer jeden von diesen Reihen. bloss von dem des 


Anfangsgliedes abhängig ist; so hat man 
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Cd MAN megativ oda positiv, 
2) + M(—h)” positiv. oder BL, 

wie klein auch 3 genommen werde. | 

' Da ferner n eine positive Zahl ist, so kann offenbar diesen Be- 
| nEUngEN. keine Genüge geschehen, wenn nicht ee 

Ö ol  ) 
ist; ‚ obgleich e es auch zugleich einleuchtet, dass diese Gleichung sehr 
wohl statt finden kann, ohne dass dennoch erde en erfüllt 
werden, | 

Nun ist es klar, dass, das ag einen’ Factor sler Di- 


d.f(z+h 
visor von seh bezeichnet, 9(x) eim Factor ‚oder Divisor von 


iS @) seyn wird. Die Gleichung RT? hat also zu Folge 


| iii df&) 
entweder u 9 


oder in ke 
| Are) 
. dx 


$. 32. 

° Da von den beiden letzten Gleichungen nothwendigerweise eine 
statt finden muss, wenn die beiden obigen Bedingungen überhaupt 
erfüllbar seyn sollen; so wollen wir uns, zur Ermittelung der übrigen 
gen Bedingungen, den aus dieser Gleichung für x hervorgehenden 
' Werth in den obigen Bedingungen 2. 


d.f (4-1) 
RE 


negativ oder positiv, 


_ 
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ee} 


positiv oder negativ, 


substituirt, und diese Ausdatelee nach steigenden Potenzen von 7% ent- 
wickelt ii Man erlangt alsdann offenbar. 


h= 4 BhP + Ch’ +... negativ oder positiv, 
ee di B m hai CA +... Be oder negativ, 
wie klein auch 7 genommen werde, wo. &, ß, Y... sowohl DEBBUTE, 
als positive, ganze als gebrochene Zahlen seyn. en 
Da nun %k so klein genommen werden kann, dass das erste Glied 
in jeder dieser Reihen alle folgenden überwiegt; so kommen diese 
Bedingungen auf Be ei 
Ah* negativ oder positiv, 
A(— h)= positiv oder negativ, 
zurück, die offenbar nicht erfüllt werden können, wenn nicht & ent- 
weder eine ungerade ganze Zahl, oder ein Bruch von ungeradem 


Zähler und Nenner ist. Ist alsdann _Z REBHAN: so ist DL SaRn 
. d Abe 
negativ, un Be) positiv; Ay nimmt ın diesem Falle mit der 


Zunahme von zab, und es jet y ein Maximum. Ist hingegen 4 po-- 
ns l.noh h d. f(@— | 
sitiv, so ist auch Inf‘ San) N En / em 2) aber negativ, und Ay . 


nimmt zu, wenn x zunimmt; y ist alsdann ein Minimum. 
Stellen wir das Bisherige unter einen Gesichtspunkt zusammen, 


so haben wir folgendes Resultat: 
Ist y=/f(x), so hat man, sowohl für das Maximum, als das Mi- 


nimum -von y die gemeinschaftliche Bedingung: 4, 


so KAP. II. ANWEND. DER VARIAT.-RECHNUNG 


i d x 7 = 
entweder ar 4 =% 

RN * I: 
oder Der An | 


aus einer von welchen ‘Gleichungen sich der Werth von x, einem 
Grössten und Kleinsten, wenn .es ein solches giebt, entsprecheud, er- . 
giebt. Um alsdann ferner zu untersuchen, ob dieser Werth von x 
wirklich einem grössten ‘oder kleinsten "Wertke von y angehöre, sub- 


df(&-41) 
re 


a 


stitujre man ihn anstatt x in ‚und entwickele diese Grösse 


nach steigenden Potenzen von h. Ist alsdann der niedrigste Expo-- 
nent von .h eine ungerade Zahl ‚oder ein Bruch von ungeradem Zäh- 
ler und Nenner, so ist entweder ein Maximum oder ein Minimum 
vorhanden, und zwar ersteres, wenn der Coefficient des Anfangsglie- 
des negativ, letzteres hingegen, wenn derselbe positiv ist. 


N 


$. 33. g 
Für den Fall aber, wo der Ausdruck 
rAEnG 
dr # 


nach der Substitution des, einem Grössten oder Kleinsten entspre- 
chenden, Werthes von:» anstatt x, der Entwickelung nach ganzen 
und positiven Exponenten von % fähig bleibt, lässt sich die Regel für 
das Criterium eines Maximums und Minimums, und für die Entschei- 
duns zwischen beiden, etwas bequemer ablassen. In diesem Falle ist 


nehmlich, so fern man $ 


d. Ph “ ' 
Er = AR Bu + RT 


AUF DIE BESTIMM. DES GRÖST. UND KLEINST. $r 


setzt, 
d f @) 
I ES hehe} f" a 
T  dettfen 
1.2.3.8 Jysti 


A= ’ 
wo also, wenn & eine Tai Zahl ist, @-4-ı eine gerade Zahl seyn 
‘wird. ‚Da aun die Reihe 


Al + DW + Ba 


Er / - te df(<-A). ; 
in welche die Entwickelung von ern ‚„ nach jener Substitution, 


® - . \ 


ganz allgemein übergeht, unter der Voraussetzung, dass &, ß,y... 


. 


ganze und positive Zahlen seien, nicht die Entwickelung von Kr uk Be 
{ wi | - ' f Jo. 


WENDE 


darstellen kann, wenn nicht > ist; so hat man in diesem 
% 4 


Falle erst die gemeinschaftliche Arne 
af 


== 07 
de 2 


ferner muss der niedrigste Exponent von % in der Entwickelung von 


f(<+4-h) eine gerade Zahl seyn; Bug Pr indem man diesen Ex- 


ponenten mit A bezeichnet, — —— eh: vr arm 2 negativ für ds Maximum, und po- 


sitiv für das Minimum, 
Dies ist die Regel, welche für die Bestimmung eines Maximums 
oder Mimimums einer algebraischen oder transcendenten Funktion 


von Einer veränderlichen Grösse gewöhnlich‘ gegeben wird, Man 
sieht, dass sie auf der ausdrücklichen Voraussetzung beruht, dass die 


Lıı)] 


N 
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Grösse /f (c+h), nach der Substitution des für & gefundenen Wer- 
thes, der Entwickelung nach ganzen und positiven Exponenten von A 
fähig bleibe, welches bekanntlich Ausnahmen leidet. _ 

Die Regeln, welche man für die Bestimmung eines Maximums 
oder Minimums einer algebraischen oder transcendenten Funktion 
mehrerer veränderlichen Grössen zu geben pflegt, beruhen auf ähn- 
lichen Voraussetzungen, und sind daher mit. gleicher Einschränkung 
aufzufassen. Da es aber, von einer andern Seite, ‚klar ist, dass der 
: Fall, wo. die Grösse nicht der Entwickelung nach ganzen und positi- 
ven Exponenten fähig bleibt, wirklich als eine Ausnahme zu betrach- 
ten ist; so lässt sich diese Unvollständigkeit entschuldigen. Es ist 
aus.eben diesem Grunde, dass wir, zur Vermeidung aller zwecklosen 
Weitläuftigkeiten, uns im Folgenden lediglich auf die Betrachtung 
des allgemeinen Falles beschränken werden, in der Ueberzeugung, 
ass es dem Leser, vermöge des Vorigen, ein Leichtes seyn wird, 
dieselbe auf den Ausnahmefall zu erstrecken. 


2 - 8: 34 a 
Es sei n 
u ET RE N 
wo x, als absolut-, y, 2, a hingegen als relativ- unabhängig ange- 
sehen werden, und Feine beliebige algebraische oder transcendente 
Funktion von den sich unter demselben befindenden Grössen be- 
zeichnet, Mt | 

Es ist einleuchtend, dass der Werth von Fanders ausfallen wird, 
jenachdem man für y,2,L... andere Funktionen von x, und für x, selbst 
einen andern Werth subsituirt. Man wird also nach denjenigen Funk- 


tionen für y, z, £.,.,. in x fragen können, welche, indem man für & 
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den Werth x zu Grunde legt, für 7 ein Maximum oder Minimum, 
-d. h. einen Werth geben, der grösser oder kleiner, als der ihm un- 
mittelbar vorhergehende und folgende ist, welche man erhält, wenn 
man, für x den Werth x festhaltend, y,2,2,.. verändern lässt. 

Es mögen y,z, £... die Funktionen von x -selbst bezeichnen, 
welche, für x —= x, den Werth von 7 zu einem Grössten oder 
Kleinsten machen. Alsdann hat man ollenbar, für 2 = «| 


ae BE Bu ne) — eh. 
für ein Maximum, und 

F(&,y-4 hy, z+ Rz, t- Riten.) F(&.y, Zı Eee.) 
für ein Minimum, von welcher Form auch dy, d2, dt... , und wie 
klein auch A, positiv oder negativ, genommen, werden, 

Denkt man sich den Ausdruck 
Pix; Y yHRyY, z--Röz, At oh: ..) 

nach ganzen und positiven Exponenten von Ak, wovon sowohl hier, 


als im Folgenden die Möglichkeit ausdrücklich aan: wird, 
entwickelt; so hat man 


R: | 

° EITETETERE 2 F .. 
ET BERNER 
—- o für das Maximum, und —> o für das Minimum, unabhängig 
von k, dy. dz, dt u. s. w. | 

Da aber diese Reihe für k = o verschwindet, so wird man diese 
Grösse, was auch für dy, 02, dt... gesetzt werde, stets so klein an- 
nehmen können, dass das Zeichen des Werthes der Reihe bloss von 
dem des Anfangsgliedes Ad 7” abhängig ist. Weil nun diese Grösse 
mit k selbst von Zeichen verändert; so wird der Bedingung des 


op 


= 
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Maximums oder des Minimums nicht genügt werden können, wenn 
nicht, unabhängig von dy, da, dt... Re 


2 | N eF =o 
ist, Da ferner z 


h Pr 


Y— 7) le) ce = +: 


-ist; so hat man 

| | a a N 

N. ' a (T a 

welche Gleichungen also, dem Maximum und Minimum gemeinschaft- 
lich, indem ihrer eben so viele, als der Unbekannten sind, zur Be- 
stimmung dieser dienen. 


r 


Denkt man sich daher die, aus diesen eleickingen für y)25 hl, 
hervorgehenden Werthe in x in der obigen Reihe substituirt; so geht 
dieselbe über in 


h: 2 PT 
pn DAN RN. N: eine 
— ? ee ’+ 


deren Werth also — o’ für das Maximum, und == o für das 
Minimum, unabhängig von A, öy, d2, dt u Ss, W. seyn muss. Da 
aber k so klein genommen werden kann, dass das Anfansglied. dieser 
Reihe die Summe aller folgenden überwiegt; so .erwächst daraus,” 
weil A? stets positiv ist, die Bedingung: ö?77 oder 


(1, ) y’ +2 (5%) a er 2) u (52) Ki 


de7 | zdf er 
Et OR 


= o für das Maximum, und => o für das Minimum, und zwar un- 
abhängig von dy, dz, dt u. s. w, 


Pa 
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| tr 35 | “a | 
Alles kommt demnach darauf an, die Bedingungen zu. erforschen, 
unter welchen eine Funktion von der Form ) 
a a Kar are rs Rs? nn. 
in welcher 4, B,C... gegebene, P>g, r»$S ... aber unbestimmte, 
von einander: unabhängige, jedoch reelle, ee bezeichnen, stets: 


' positiv, oder negativ ausfällt, welche Werthe auch für p, q, RER 
gesetzt werden, ._ . 


N 


Zu diesem Ende wollen wir uns diese Grösse unter die Form 


FD +ag Her Hy Alla ehe) 
J 
gebracht denken, wo, wie solches aus. der Entwickelung und Verglei- 
' chung derselben mit dem vorgesetzten Ausdrucke erhellet, 


[=45 
3 Erg’ ü 
| p: 
Be C — 
ER af’ 
KR x 
= af? # 
RD 
ET; 
ß= Pu, 
| (Br), 
h=F- DEN 2f/ ; 
Af 48 
G 
id 


BEE 7 
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N | | 2 
a EI (A-5)} 


u? x 
U) eek N Te 
i uf 48 4” | | 


SSt..a. 

Nun leuchtet es ein, dass, damit jener Ausdruck, unabhängig Sn 
P,9,7,5... stets positiv oder negativ sei, von den Grössen f,g,hsl... 
nothwendigerweise f — oder — o seyn muss, und eine jede der 
übrigen im erstern Falle nicht — o, und im letztern nicht — o 
seyn darf; wie auch, wenn dieses statt findet, besagter Ausdruck be- 
ständig entweder positiv, oder negativ seyn wird, 


Im - 


8.56. 

Werden wir dieses Resultat auf den vorigen Ausdruck‘ 
AA. Ku Ä (32 n (EP, | a BEN. 
(3: )% +2 dydz Sydz+- 12? 3: +2 ara Bed Je en, { 
(S. 34.) an, wo dy, dz, dt... als beliebige Funktionen von x, für 
x = x in Repräsentanten beliebiger Zahlenwerthe übergehen, indem 


wir IR ne 
yaep.dk&=gldtimr... 


\ 
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a ders ae d?7 - 
mithin | | Kalk 4, 2(g,) = 2 ee Ye =) nn EN 
RAN de fd? 
len =) r 
| U..SchWe AR 
setzen: so kommt | RR 3 
dr | 
Fer 
| d?7 d?27 
ee = (5% il: a 
IR | 
EP r > ee fyd® Ah /q° Z) er 2 
 \edef ) 7 Kdyde | He di \dydz vo) 
f ar 8 
| u. Ss. w 
oder ke 


VE ET /d?} Be 2] RE 
en dz? Je \dydz J 

de‘ u’ ide NN? | 

ne 2) er (Gra-)ayar)} 
aan 


usw. 


((- GN) - 6) 


Eee 
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Diesem nach hat man a ei 
für das Maximum: Neo, 000, IE, ... Nicht > 05 
für das Minimum: f = 0, und, g. h, .„.. nicht —< o. 

Da aber, wenn f a, ... mit demselben Zeichen behalten 
sind, sowohl fg, als f?g% Ran ist; so hat man auch 


E” 2 % 
(=) — :o für das Et el — o ‚für das Minimum, und 


zu gleich 


Br Mei I\ (de P\ ar Ei 
| | ap? le) Bee: nicht —_ % 
er | (% AN 5) / e d?/’ 
\ 5) äz? | ni } \ Iy I) =) 
ee >) £ FRATE * 
[Gr (( — (1 is ya! 


us. W } | 
sowohl für das Maximum, als das Minimum, so fern man z—=x setzt, 


nicht —{ o, 


Uehnsene leuchtet es ein, ine wenn in der Reihe 


7 er Ada 


RE 


mit $ 7° zugleich 8277 Bi Null Wan) ee im Falle ‚eines 
Maximums :oder Minimums, auch 37 verschwinden müsste, u, s.. w. 


| | $- 37: | 
Deka man sich nun in den letzten Bedingungs- -Ausdrücken an- 
statt Y>2, Es .., ihre, für das Maximum oder Minimum, in x gefunde- 
nen W erthe substituirt, so werden dieselben übergehen in 
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7 (x) — o für das Maximum, und > o für das Minimum; 


und zugleich | Ä 
Yu) (x), wie auch Ps) (x) nicht — o, 
sowohl für das Maximum, als das Minimum. 


Alsdann ist es klar, dass für alle Werthe. von x, welche diesen 
Bedingungen zu entsprechen vermögen, die Grösse 7 ein Maximum 
oder ein Minimum, d. h. grösser oder kleiner, als der unmittelbar vor- 
hergehende und folgende Werth seyn wird, welche man für diese 
Grösse, zwar mit demselben Werthe von «, aber bei veränderter 
Relation zwischen y, 2, £... und.x erhält. Dass es, allgemein zu 
reden, mehrere solche Werthe für x geben muss, wenn es über- 
haupt Einen solchen giebt, leuchtet ebenfalls ein, sobald man nur 
überlegt, dass F (x), Fı) (2), Ya) (©), für x = x bestimmte Werthe 
annehmend, im Allgemeinen, einer unendlichen Anzahl andrer Wer- 
the, ‚denselben Bedingungen genügend, fähig bleiben, die sich ersterm 
auf stetigem Wege anschliessen, und von denen jeder einem beson- 
dern Werthe von x entspricht. Im Allgemeinen giebt es also stets 
ein gewisses Intervall von Werthen für x, für welche 7, unter .obi- 
ger Voraussetzung, ein Maximum oder Minimum wird. 

Denkt man sich ferner (5. Ye) @), Y a) (x) in Factoren zer- 
legt, so ist es eben so“ klar, dass es sogar mehrere, durch gewisse 
Zwischenräume von einander getrennte, Intervalle von \Verthen für 
x geben kann, welche alle die obigen Bedingungen erfüllen. 

Endlich geht hieraus hervor, dass, da 7 einen andern Werth er- 
hält, je nachdem für x ein andrer Werth gesetzt wird, man auch 
nach demjenigen Werthe von x fragen kann, für welche 77, unter je- 
nen NUSHuER ein Grösstes oder Kleinstes werde; eine Frage, deren 


era 
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Lösung auf die Bestimmung des gewöhnlichen Maximums. und Mini- 
mums zurück kommt. 
| | .$. 38. 
‘ Ist inzwischen die Grösse 77 nicht auf eine entwickelte Weise, 
‘sondern durch eine algebraische oder transcendente Gleichung von 
der Form | 
| EXFEDB WE IR 
gegeben; so hat ınan nur, indem man, der Kürze wegen, F(F,x,y,2sL..) 
mit F bezeichnet, die variüirte Gleichung . N 
“ (dF  /dRN AFN\ AEN | & 
ee 30 — Be nt : — oe — 0, 
(Gr) ie; 3) yo er )®+ . 
zu nehmen, und 7, unabhängig von dy, ö2, dt ».,, gleich Null zu 
machen, wodurch man erhält - 


den a Rn (a7) RT 
(= 52 (z ER ie 


welche, in Verbindung mit der gegebenen 


I 
je) 
% 
S 
2 
2 


F(P, 2 Y; Ed Aw I N 
zur Bestimmung YOR Yu 2rln., und 7’, einem Maximum oder Minimum 
entsprechend, dienen werden. Ferner wird man noch die variirte Glei- 
chung der zweiten Ordnung zu nehmen, hieraus, in Verbindnng mit 
den vorigen, den Werth von d?7 zu ziehen, und vermittelst dessen, 
nach den oben entwickelten Bedingungen, über das Maximum oder 
Minimum zu entscheiden haben. 

Da die Regeln, auf welche. die Bestimmung eines Maximums 
oder Minimums in diesen beiden Fällen zurückkommt, mit denen für 
die gewöhnlichen Grössten und Kleinsten zusammen fallen; so wird es 
nicht nöthig seyn, dieselben durch besondere Beispiele zu erläutern, 


% 


R 


rg 
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$. 39. | 

Im Vorhergehenden sind ‘wir von der Voraussetzung aüsgegan- 
gen, dass.die in 7 enthaltenen relativ-unabhängigen Grössen alle un- 
abhängig von einander seien, Solite dieses aber nicht der Fall seyn, 
so-würde man auf die desfallsigen Bedingungsgleichungen Rücksicht 
zu nehmen haben. Das Verfahren, welches sich unter diesen Um- 
ständen zunächst darbiethet, besteht darin, vermittelst der gegebenen 
Bedingungsgleichungen eben so viele‘von: den Unbekannten zu eli- 
miniren, und alsdann in Beziehung auf die zurückbleibenden das 
Maximum oder Minimum zu bestimmen. Inzwischen könnte diese 
Methode, nach Maassgabe der gegebenen Gleichungen, höchst be- 
schwerlich werden, weshalb es nicht ohne Interesse seyn wird, ın die- 
ser Hinsicht einen andern Weg zu bezeichnen. 


Es sei | 
a en ar Br Ar 


wo y,2,b,u ...,„ nm an der Zahl, die relativ-unabhängigen Grössen 
bezeichnen, zwischen welchen die m folgenden Bedingungs-Gleichun- 


gen vorhanden seien: 
NEW N N 
Fo dr/yl 2, A un.) io, 
Wat (%)J-, b»Uu..)=0, 
Us 8. W.' 
arm 5» bu..)=o. 
Kraft der dem Maximum und dem Minimum gemeinschaftlichen Be- 


dingung hat man 28 
a ü ) V—= O> 


N 
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: und Kraft jener Bedingunge3 leichungen, die als unabhängig’ von je-" 
der besondern Form und Werth für Z 2, t, u ‚...statt findend ge- 
dacht werden, | 


IV =0,3Wy=o, a = WR 0: 


Um daher zu den Gleichungen des Maximums oder Minimums 
zu gelangen, wird man, vermittelst der letzten m» Gleichungen, von 
Han in Warlagonch öy. Öz, dt, du... in der vorhergehenden enthal- 
ten, eine Anzahl von m eliminiren, und die resultirende Gleichung, 
unabhängig von den zurückbleibenden und deshalb von einander in- 
pendenten Variationen, gleich Null machen können. 

Die Aufgabe kommt demnach auf die Elimination von x Grös- 
sen des ersten Grades zwischen (m +4 ı) Gleichungen zurück, Be- 
kanntlich kann in einem solchen Falle stets ein System von (m-+ ı) 
Facioren 1, A, An» A, Ag) +. Am) nachgewiesen werden, so be- 
schaffen, dass, wenn man damit die gegebenen Gleichungen multipli- 
cirt, und alsdann die resultirenden zusammen addirt, die gesuchte 
Endgleichung hervortrit. Da nun 


7 = IV+(E ) 3 + )e+lT een: 
m=-( )rH+ + (7) % :+(% a + a 
a rl N 

HER) 4 (E) 4 (Me) 4 EZ6) ine 


u. 8. W, 


I m-r, (= > Y-+ +) u (er) % +0: N uU... =0 
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ist, so hat man 
13 


2 UPN\. d? x av AR 
= )wr+ (Z-) 1 [ Int +(£) du H..; 
ir (a 3 ee Ze ( ar =) du -H . 
| Ur. 
Fan - a) BE EA EEE A 3 He ;' ut. 


dA e) . dA (2) dA (a) d7’” ke 
Der. N ach BE Wr Bl 
En \ ( ara) ya‘ ef tra 1; VE Er 2 m due, 


us. W. 


AT m-n\ x IT m u 
»L Am - Sy-bäm- (az dd: °2-}-A(m. 2) er (m- »(- IT em “2 
dy | de ı 
==,0, (.4,) | 
Um die Begriffe zu fixiren, wollen wir annehmen, dass die m zu 

eliminirenden Grössen dt, dw ... seien, und obige Endgleich also 
bloss dy und dz enthalten müsse, Damit dieses statt finde, müssen 
die Factoren A, Aa); Aa Nie ie Alu ) offenbar so beschaffen ern, 
dass man habe | | 


(% ei A ee 7 ac (rs a + Amen N) 0% 
\ (II) 


dr } d7 rs a) IV a. N ee 
2) + ar (Een) nm) o) 


d 


us W 
welche Gleichungen, m an der Zahl, zur Bestimmung der m unbe- 


kannten Factoren dienen. Fur 
Dieses vorausgesetzt, reducirt sich die obige Gleichung auf, 
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Io ee De 
+) ro Bu), va amı Win nr 97 In 


| welche, da sie Böen von IY und .d2 statt finden muss, die 'bei- 
den folgenden verschafft: 


(@ el re ee) Nah m Ca un A, 


dy 
en (UP) le a rs Le | (At) 
| i 


WO A, A)» Ag) +: + Amy, vermittelst der Gleichungen CH, "), bekannte 
Grössen sind. Anstatt aber diese Grössen durch das System (77.) zu 
bestimmen, und in (JII) zu substituiren, wird man sie auch allge- 
mein vermittelst (II) aus (III.) eliminiren können. Fügt man alsdann 
ferner zu den beiden Endgleichungen die m gegebenen Bedingungs- | 
gleichungen hinzu, so hat man wiederum (m-+-2) Gleichungen zwi- 
schen eben so vielen Unbekannten, die dadurch ar völlig bestimmt 
sind. 
"Die Regel, welche aus diesen Betrachtungen entspringt, lässt sich 
folgendermassen aussprechen: . Wenn ‚eine algebraische oder trans- 
cendente Funktion mehrerer relativ- unabhängigen Grössen ein Maxi- 
mum oder ein Minimum seyn soll, und zwischen diesen Grössen eine 
oder mehrere Gleichungen vorhanden sind; so braucht man nur. die 
Funktionen, welche, den gegebenen Gleichungen nach, Null gleich 
sind, nachdem man jede durch einen unbestimmten Factor ‚multipli- 
cirt hat, zu der Grösse, in deren Beziehung das Maximum oder Mini- 
mum gefragt wird, ki zu fügen, und alsdann in Hinsicht des resul- 


| “ EHE x 
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tirenden: Ausdruckes eben so zu: verfahren, als wenn alle Grössen un- 
abhängig. von ‚einander wären. Die hieraus. entstehenden Gleichun- 
gen werden, nach der Elimination der unbestimmten Factoren, in 
Verbindung mit den SPS HRUCH, zur Bestimmung, aller Unbekannten 
hinreichen, | | 

Obgleich wir bisjetzt nnr Eine der Grössen als absolut- unabhän- 
gig angesehen haben; so sieht man dennoch leicht, dass eine grössere 
Anzahl: derselben keine wesentliche Veränderung erzeugt; weshalb 
es nicht nöthig seyn wird, hiebei besonders zu verweilen. 


S. 40. 

Die bisherigen Betrachtungen betrafen lediglich eine algebraische 
oder transcendente' Funktion’ von den relativ- unabhängigen Grössen, 
Jetzt wollen wir zu dem Falle den Fortgang machen, wo die gege- 
bene Grösse. Z/ von der Form 

HL dy dey dmy de d’z d"z de der Be 


EHI R 


Ky> dr’ de’ ” dm? Fir a I ee ’dz da dxP 


ist, und solche Funktionen für y z,t... in x verlangt werden, welche, 
für x2—x, V zu einem Grössten odei Kleinsten machen, 

Wenn die in 7 enthaltenen Grössen alle unabhängig von einan- 
der wären, so würde man hier nach der $. 34 dargestellten Methode 


[i 


‚verfahren können. Allein, obgleich y,2,2... als unabhängig von ein- 


= 


dy d?: 
ander ae werden, sol sind es dennoch nicht 4 Er zZ’ en, Si 


dz d’z | de der 


Tee CH und Z, -— en RR Man würde 


eben so wenig,.als 


also damit anfangen müssen, aus dem für 7 gegebenen Ausdrucke 
die abhängigen Grössen zu eliminiren. Da ‚aber die dazu nöthigen 


4 
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Relationen unbekannt bleiben, so lange nicht .eine der. Grössen 
dy d’y d’z 

Ira’ de’ er USW. 

als Funktion von .x gegeben ist: so ist diese Elimination unmöglich. 

Inzwischen leuchtet es ein, dass, da die Bestimmung von y,2,£..., in 

Funktionen von x, von eben so vielen Gleichungen ‚abhängig ist, 

dem DUebelstande unter andern ‚dadurch abgeholfen werden kann, 


| | en Nu. an 
dass von den (m 4.1) Grössen y, I an 4 


‚...; wie auch eine der Grössen z, > 


einer Anzahl 


de” 3 
I “ ER %s dz ‘d’z : gr 2 . { | h ! 
von m; von den (n}+ı1) Grössen 2, 7 73°: Zn einer Anzalıl 
.de30 dt dPr ; 
von z; von den +) Grössen. A an a en einer Anzahl 
dxP- 


von p us. w., für r=x, bestimmte Werthe‘ beigelegt werden. Die 
Aufgabe lautet alsdann: Unter allen Funktionen für y,z,t... in z, 
welche, für =%, den gegebenen Bedingungen genügen, diejenigen 
"zu finden, welche 7, für eben den Werth von ©, ‚zu einem Maxi- 
mum oder Minimum ‚machen, ; 
Bezeichnen wir durch y,2,2... und y-H-Ady, td vLhdt. A 
wo man sich überdiess, der grössern Allgemeinheit wegen, unter 
PYRRTTOR. ‚Grössen von der Form z/ (x) vorstellen kann, zwei Systemen 
von Funktionen, welche jenen Bedingungen genügen, und betrachten 
wir das erste zugleich als dasjenige System, welches Y zu einem 
Maximum oder Minimum macht; so hat man offenbar, für .c.e-x, 


L) 7) ee’, 
in Folge der Bedingung des Maximums und des Minimums; und 
3) die Variationen der gegebenen 'Grössen einzeln gleich Null, 
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Um die Begriffe zu fixiren, : wollen wir annehmen, dass ausser. 
Ys 2, £, keine relativ-unabhängigen Grössen, independent von einan. 
der, in 7 vorhanden seien. Verbindet man daher die (n + n -L >) 
letzten Gleichungen mit der ersten, so werden in der Resultante drei 
Variationen zurückbleiben, unabhängig von ‘welchen die Gleichung | 
statt finden muss. ‘Dieselbe wird also in eben so viele Differenzial- 
Gleichungen zerfallen, welche, allgemein zu reden, mit F von: gleicher 
Ordnung seyn, und durch deren Integration die gefragten Funktionen 
gefunden werden. Die (m +r--p) beliebigen Constanten, welche 
die Integral: Gleichungen zusammen enthalten werden, werden offen- 
‘ bar durch die, ürx=x, gegebenen Werthe jener m np) 
Grössen bestimmt. 

Dieses als vollführt gedacht, hat man Ferner die Bedingung 


2 DU — o für das Maximum, und — o für das Minimum, 


welche sich in die $, 35. näher entwickelten auflösst. Denkt man 
‚sich in diesen die für y, 2, .£ gefundenen Werthe in x gesetzt; so ist 
es klar, dass für alle Werthe von x, diesen Bedingungen entsprechend, 
Y ein Maximum oder ein Minimum, d. h. grösser oder kleiner seyn 
wird, als der unmittelbar vorhergehende und der unmittelbar felgende 
Werth, welche man für eben diese Werthe von x, aber bei verän- 
derter Relation zwischen y% z, Lt und\ x erhält. | 

Auf eine, der des &s, 37 vollkommen ähnliche Ava überzeugt. 
man sich, dass, wenn überhaupt für Einen Werth von x ein Maxi- 
mum oder Minimum statt findet, solches alsdann, allgemein zu reden, 
stets für ein gewisses Intervall, und oft für mehrere, durch gewisse 
Zwischenräume von einander getrennte, Intervalle von Werthen für 
x statt finden wird, 


13] 
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” “SA, 

Um diesen Gegenstand durch ein Beispiel zu erläutern, wollen 

wir uns die Frage vorlegen: Unter allen Relationen zwischen y und x, 

welche, x = % gesetzt, für n den Werth X geben, diejenige zu fin- 


den, vermöge welchen v y+$ m-a)l. {+ dr an} ein Maxi- 
mum oder Minnie wird. 


Da in diesem Falle 
rly+ may + Yan}, 
also ganz m en | 
Ply + men) Ur + (ma) hy nn) Hy Gem} 


und, wegen y—=K,dy= o ist; so hat man, der allgemeinen Be- 
 dingung des Maximums und des Minimums gemäss, 


(mx) 1 y+ 7 Ur) } E. (n— x Fe = (m—-x) I= 0 


oder, indem man die Producte entwickelt, den Ausdruck reducirt und 
mit de multipkcirt, 


a) ig nr 
y  2(m—x)n—x) 2(z—ın) 2(zen) 


Die Integration dieser Gleichung giebt 
'aLogy = Log (<—m) + Log (tn) + Log © 
y’=C (cm) (<—n), | 
wo. die Constante C durch die Bedingung bestimmt wird, dass, für 
xz=%X%, y = ÄKoseyn muss. 


oder 
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Ferner hat man, dady=o ist, 


‘ 2 
®/’ = 2(m-—x) na) (I) R 


welcher Ausdruck positiv seyn wird für alle Werthe von x, bei de- 
nen (m—x) und (n—x) gleiche, und negativ, bei denen sie verschie- 
dene Zeichen erhalten. Daher wird für alle Werthe von ac welche 
zwischen den Grenzen m und zn enthalten sind, ein Maximum, für 
alle übrigen hingegen ein Minimum statt finden, 


Was den Werth von 7 anbelangt, so ist, da 


dy 22m on r 
| Ha al och a Z 
ey | d ers 
mithin y+ En (m—x) = y st 
1 _n 
und ‚+% (n—2)=y , 


Be 
Y=— — (m—n)?, 
A 
also constant, 
S. 42. “ 

Wünscht man dieser rein formalen Frage eine geometrische Be- 
ziehung zu geben; so wird man sie, für den einen Theil, folßender- 
massen stellen können: Unter allen Curven, welche durch einen ge- 
gebenen Punkt, dessen Coordinaten x und y sind, gehen,  dieje- 
EN; . R “4° 
nige zu finden, in welcher die an diesem Punkte gezogene Tan- 

3 .. “.. .. ” . F o 
gente, vor- und rückwärts verlängert, bis sie zwei auf der Axe er- 
richteten, den Abcissen z und rz entsprechenden Senkrechten trifft, 
auf diesen Stücke abschneide, deren Product ein Maximum ist, 
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Bekanntlich ist die Gleichung für die Tangente an einem Punkte 
einer Curve, dessen Coordinaten « und y sind, | 
Pa. 11,4 f; 
sy = @-) 
und die ihr angehörigen, den Abcissen m und eutsprechenden Or- 
dinaten sind Er | 


md. Zaad + r. 


Man hat also, indem man x und y anstatt © und y setzt, 
ng ‘rd dd 
relyta Glefzur: aa), 


von welehem Ausdrucke, der Bedingung des an en die 
Variation ar, oder, indem y constant ist, 


(m—x) (+32 (ax) } ns a-afy+ de Eat =o 


seyn muss; von welcher Differenzial- Gleichung die primitive 

y” = C (<—m) (z—n) ; 
a wo‘ die Constante dergestalt bestimmt werden muss, dass, für 
z=&, y=y werde, diese als besondere Werthe betrachtend, 

Um diese Curve, die vom zweiten Grade ist, näher zu untersu- 
chen, wollen wir den Anfangspunkt der Abeissen in den Punkt ver- 
legen, ®dessen Abeisse gleich m und Ordinate gleich Null ist, und 
dieselben, von diesem Punkte aus, mit & bezeichnen, so dass 
x = x-+ mist. Da die Gleichung alsdann in 

y„v=—tC.#Im-m — x} 
übergeht; so sieht man, dass die gesuchte Curve eine Ellipse ist, deren 


grosse Axe (n-m), kleine Axe (nm) Y -C, und deren Ben 
den Abecissen 2 und z entsprechen. 
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Für den andern Theil wird die Frage folgendermassen lauten: 
Unter allen Curven, welche [durch einefi Punkt gehen, dessen 
Coordinaten & und y sind, diejenige zu finden, sin welcher die an 
diesem Punkte gezogene Tangente, vor-- oder rückwärts verlängert, 
bis sie zwei auf der ‘Axe errichteten den Abcissen z und 2 ent- 
sprechenden Senkrechten trifft, von diesen Stücke abschneide, deren ' 
Product ein Minimum ist, BR 

Auf eine, der vorigen vollkommen ähnliche Weise kudet man 

i R R 


’ WEL n (2’—(n—m)), 


‘welches die Gleichung einer Hyperbel ist, deren grosse Axe gleich 
(na— m), deren kleine Axe aber gleich (a— m) YC ist, und von 
welcher in den Endpunkten der grossen Axe die Senkrechten er- 
richtet sind, 

Die Curven des zweiten Grades haben demnach die Eigenschaft, 
nicht bloss, dass die Tagente eines jeden Punktes A7 von den, in 
den Endpunkten der Achse errichteten Senkrechten, Theile abschnei- 
det, deren Product eine constante Grösse ist; sondern auch, dass 
| dieses Product ein Maximum ist für die Eilipse, und ein Minimum 
für die Hyperbel, d. h. grösser ‘und kleiner, als es die Tangente ir- 
gend einer andern, durch denselben Punkt 2 gehenden Curve zu 


thun vermag, 
S. 43. 


Wenn = afe Bar 1) wo 2 als also 
zn ; » 


Tut; und y als relativ- unabhängig betrachtet wird, gegeben ist; so ist 
es klar, dass der Werth-der Grösse 7 von zwei Momenten abhängig 
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ist: erstlich von der Relation, die zwischen y und x statt findet, und 
zweitens von den Grenzen, zwischen welchen das Integral genommen 
wird. Wenn man daher, um mit dem einfacheren Falle anzuheben, 
die Grenzen als bestimmt und gegeben ansieht, und die Veränderlich- 
keit von 7 bloss auf die Veränderlichkeit der Relation zwischen Y 
und x beschränkt; so kann olfenbar die Frage nach derjenigen Rela- 
tion zwischen y und x entstehen, vermöge welcher der entsprechende 
Werth von-7 ein Maximum oder ein Minimum, d, h. grösser oder 
kleiner werde, als der, aus einer allmähligen Veränderung dieser Re- 
lation entstehende, ihm unmittelbar vorhergehende. und folgende 
Werth. una | 
Es leuchtet ein, dass, wenn wir y als diejenige Funktion von x 
betrachten, die dieser Bedingung genügt, und den correspondirenden 
Werth von 7 -mit 7 selbst bezeichnen; darauf y um köy zunehmen 
lassen, und den entsprechenden. Werth von 7’ mit 7, bezeichnen, 
alsdann seyn wird: | 

Von — Y für das Maximum und — 7 für das Minimum, 
welche Funktion von x für dy und wie klein der Werth für A auch 
genommen werde. Denkt man sich daher /7,, nach ganzen und po- 
- sitiven Exponenten von k entwickelt, so hat man 


FP+RP+ rr4 en BP +... 
— Y für das Maximum, und — 7 für das Minimum; 
folglich | 
RIP +; ld ZGerH Arch 


— o für das Maximum. und => o für das Minimum, 
unabhäugig von k und dy. 
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Vermittelst einer, der im Vorhergehenden angewandten, vollkom- 
men analogen Betrachtung ergeben sich hieraus die beiden Bedin- 
gungen: 
. i { el’ — O), 
sowohl für das Maximum, als das Minimum; { 

er <—<o für das Maximum, und == o für das Minimum, 
unabhängig von dy, als Funktion von & betrachtet. 


S. 42. 

Um die Begriffe zu fixiren, wollen wir annehmen, dass der 
Werth des Integrals von =« bis.x=b ausgedehnt, oder, welches 
dasselbe sagt, für =D genommen werden solle, wenn man die 
Constante dergestalt bestimmt, dass derselbe für = o gleich Null 
werde. 

Die Variation für diesen Werth von 7 verschafft uns aka in 
Folge des $'s, 24, indem wir daselbst da, db gleich Null setzen, die 


Gleichung 
Jeo+" Ware 2a de 


„dr 2 Adyrayarım _dr2Yo) d’ ya ar „eo ap INS E 


yo m, UV da tg HZ Frazanttgpe ET ein ERS De 

| 1.m__dR Yu) day md" Pay; d’ d’dyaa- m dh 70H Rn Yayım 
LED da da dr danar das ar. dee 
= 0, | (A) h 


das Integral von va bis <=b erstreckt; welche Gleichung unab- 
hängig von 2.07 statt ‚nat, 
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Der Kürze wegen wollen wir diese Gleichung darch 
Sy po) de + ID — Ayo 

darstellen, wo die Bedeutung von 9(2), Qua, Qu, von selbst klar ist, 
Da diese Gleichung unabhängig von jeder besondern Form für dy 
. statt findet; so wird sie auch für dy = (x —a)"+r? X (c— bjm+a statt. 
finden, wo p und g positive Zahlen .von beliebiger Grösse bezeich- 
nen. Da nun, unter dieser Voraussetzung, sowohl N, als Q gleich‘ 
‘Null wird; se reducirt sich die obige Gleichung auf fdyo (x) de = o. 
Die Bedingung also, dass jene 'Gleichung unabhängig von’ jeder be- 
sondern Form von Sy statt findet, hat zur Folge, dass die Glei- 
chungen 
| | Jdyo(«) do, OA) — QAu)=o, 
jede für sich, ebenfalls unabhängig von dy statt haben. 
Nun fühlt man leicht, dass die Gleichung 


Tr o (E)Ur—o, | 
von c—=abis e—=b, nicht unabhängig von dy statt finden kann, 
wenn nicht g(x) =o ist. Denn, wäre dieses nicht der Fall, so würde 


52) 


es erlaubt seyn, Ir — a, zu setzen, wo fi) eine ganz beliebige 


Funktion von & a die Gleichung würde alsdann übergehen 
in /f(a)dxe—=:o, das Integral von = bis =D genommen; wel- 
ches offenbar ungereimt ist. Die Gleichung (4) zerfällt demnach 
zuförderst in | | ; 
ed) =0, mMÄA—Qm=o, 

von denen die erste die allgemeine Gleichung des Maximums oder 
des Minimums, und die zweite die ‚Gleichung für die En: oder 
Grenzgleichung, genannt wird.. 


w 


AUF DIE BESTIMM. DES GRÖST. ‚UND KLEINST. 105 


Die Grenzgleichung aber wird, weil sie unabhängig von dy statt 
‚hat, noch statt finden, wenn man dy = (@—a)nt+r setzt. Da nun 
unter dieser Voraussetzung O4) gleich Null wird; so zerfällt. die- 
selbe in, | 
2) = 0,029) = 

von denn die erste sich auf den nn an die zweite sich auf 
das Ende des In ıtegrals bezieht. 4 

-Substituirt man nun für Qcı) und Q.o) die Werthe aus (4), und 
setzt darin das beliebige dy, nach und nach, gleich Const,, 
x, x?, x? u. s. w.; so erhält man 


X T x r 
2m. Sarıkn 1..m dur er (1) ei md! 2y, 
Yo + a = 0, %Yyı) | Sr 17 = —+ Er Sn ER ner 6, U$S.W. 
: Salben), & Ha 
PER _d! "y, 1,,,0 PEN Es Rt Iiy) 2 Br ‚m > ar, 
Ye srze- = 0, Ye | 247, EUER Er Frog —=0,1.8.W. 


aus Welchen beiden Systemen von Gleichungen sich, Elch See 
- tion der ersten Gleichung von der zweiten, der zweiten von der 
dritten, der dritten von der vierten u. s. w. die folgenden ergeben: 


T x r | r 
BR Hd STERNE 3, Tem RL en ge | 
°yu) >> Eure = Je Eu RSETFER 40 
T T T 
By ar =, ro am IF ach 
da data db das, 0! 
L | ; rt NE 
day dm SEn _, RL TOT 
RE de ade = 
. gm Ty. m dm Tdyeay m SO S 
a ra rl dom-r et 


4 
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welche, 2m an der Zahl, ebenfalls unabhängig von dy statt finden; 
was oflenbar nicht geschehen kann, wenn nicht die Coefficienten der 


Ay) d%Yyea) 


Ania ° I)» FR 
Variationen %Yı, Wi) rn dz 


A BG einzeln gleich Null sind. 


Die Gleichung (4), so fern sie unabhängig von jeder besondern 
Form von &y statt findet, zerfällt demnach ä&rstlich in die Allserasine 
Gleichung des Maximums oder des Minimums 


r Tr 
1..Mm d Y | 
2 a Toon ER 0; 


und zweitens,in die Grenzgleichungen 


Ium_ don md) Im III Y u 
een ee 
Tr r a; 
I., ba 2.,M d’ Vs) 3.m d 812) e 
+ — ae or n En yuo. Ye) = 0; 
abe dor? db"3 
S. 45. 


” 


Diesem nach kommt die Bestimmung. des Werthes von y, einem 
Maximum oder Minimum entsprechend, zunächst auf die Entwicke- 
lung eines Werthes für diese Grösse zurück, vermöge dessen. den 
obigen am- ı Gleichungen Genüge. geleistet werde. Der Bemerkung 
des $. 24 gemäss, wird .die allgemeine Gleichung des Maximums oder 


Minimums, welche, in entwickelter Gestalt geschrieben, die Form 
a 


a N 
3 4 m. 
I drei le) den 


de a dx* 1 s fi Ye d ca Wr; 


y Sr 


r—52 + nn A 
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annimmt, im Allgemeinen eine Differenzial - Gleichung von der amten 
Ordnung seyn, deren primitive also 22 beliebige Constanten enthalten 
wird, Denkt man sich diese Relation als gefunden, und vermittelst 
deren y und dessen Differenzial Coefüicienten aus den Grenzgleichun- 
gen eliminirt, so wird man eine Anzahl von 22 Gleichungen zwischen 
‘den Grenzwerthen von x, @ und Ö nehmlich, und jenen Constan- 
ten erhalten, denen also durch diese wird Genüge geschehen kön- 
nen, wenn es überhaupt einen Werth für y giebt, den Bedingungen 
des geforderten Maximums oder Minimums entsprechend. 

Dass aber die Möslichkeit hievon an die besondere Form des 
Integral-Ausdrucks sehr gebunden und keinesweges, was sich vielleicht 
aus der Uebereinstimmung der Anzahl der vorhandenen: Gleichungen 
mit der der unbestimmten Grössen bei einer oberflächlichen Betrach- 
tung vermuthen liesse, allgemein ist, leuchtef ein, sobald man nur 
einen Blick auf die allgemeine Gestalt der sich ergebenden Grenz- 
gleichungen wirft. Denn bezeichnet man die 22 beliebigen Constan- 
ten mit. On). Co), WC). ir Om) 3 und die Grenzwerthe für « mit 
a und“; so erlangt man offenbar: folgende Formen x 


Yayl{CayC12),0@ - Clam\sa)=0, Far{ Cm >Ce,C) „»Clsm)>a}=0, 
EIER FLRE) ‚Ca... Cm) No Yen On Co), Om Cem)sa}=os 
Y9{09,C9,C@- Cam),1y=u Ya»). ‚Com, 2i=0, 
Fall Ce: Oam),)=0,. ‚Fmf O0) ,Ca.. Cem) ;2}=o. 


Aber gesetzt auch, dass die Möglichkeit der in Rede stehenden 
Bestimmung im Allgemeinen vorhanden wäre; so ‚würde sie dennoch 
mannigfaltige Ausnahmen leiden, indem, nach der Bemerkung des so” 
eben erwähnten &’s, die Anzahl der Grenzgleichungen stets 22 seyn 
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wird, während die Differenzial- Gleichung‘ nach Massgabe der Form 
des gegebenen Integral-Ausdrucks, von einer niedrigern Ordnung, mit- 
hin die Anzahl der beliebigen Constanten weniger, als 22 seyn kann, 
in welchem Falle, allgemein zu reden, mehr Gleichungen, als unbe- 
kannte Grössen vorhanden seyn werden. Ein Gleiches wird, im AH- 
gemeinen, statt finden, wenn der vorgegebene Integral-Ausdruck, und. 
mithin auch die Grenzgleichungen, es sey bloss von y, oder zugleich 
von mehrern der niedrigsten Differenzial-Coefficienten, unabhängig 
sind, indem sie alsdann auch unabhängig von den betreffenden Con- 
stanten seyn werden. Freilich wird auch der Fall eintreten können, 
dass durch die Substitution des Werthes von yin Q, so fern man 
unter diesem Zeichen den allgemeinen Ausdruck versteht, dessen 
Werth von za bis <—b durch X) — Da repräsentirt wird, der 
Coefficient von einer der. Variationen unabhängig von x wird, wo- 
durch sich zwei gleichlautende Grenzgleichungen ergeben werden, 


> a NA 
Die Relation zwischen y und & als bestimmt vorausgesetzt, hat . 


man noch die Bedingung 


32% — 0 für das Maximum, und — o für das Minimnm, 


N 


unabhängig von dy. 
Da nun, 7= f Wdx, von =a bis =b, setzend, nach $. ı6, 
BR 7=/[W Wide Et 


das Integral von @—a bis &—b gendmmen, ist; so hat man, nach 
$. 7. in Verbindung mit der Bemerkung des 8. aı, | 


” 
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MA dy Kate diy\® 
2 Im It ar) 
A 7= für Aa Y hal Yet ap: Nas 
de7P\, dedy , „/(d°77 \ddy. day, /dW BEN Val 
+2 Gar)? I dze er er OR dx? et Bar. RN 
das Integral yon aa bis xz=b erstreckt | 


I de? u, 5 W, 


ihre, aus der obigen. Bestimmung hervorgegangenen Werthe in x ge 
setzt, so wird derselbe eh in 


Bi v 2% d? 
Jet +27. Y+e(7) +2%Y.: EHE IH a +. a: 


wo A, B, C.:. bestimmte Funktionen von x sind; ‘dessen Betrag 


dry d’y 
Denkt man sich in diesem Ausdrucke anstatt y, 4 


also, von ©—a bis «—=b, unabhängig von dy 
—_o für das Maximum, und —> o für das Minimum 

seyn muss, | 

Bekanntlich ist das Zeichen des Werthes eines Integrals, zwischen 
gegebenen Grenzen genommen, identisch mit dem Zeichen des Wer- 
thes des Differenzial-Coefficienten, so fern dieser, innerhalb desselben 
Intervals, weder von Zeichen verändert, noch unendlich wird, 

Es wird daher 0? 7, Anker de von der Form von &'y, positiv 
seyn, wenn die Grösse 


F F 
Ay? + B?y. D+e(z) +D%y. , 
von zx=abis c=b, so fern sie nicht unendlich wird, unabhängig 


dey di RE“ ae N are 
von dy, a u, 5. w. beständig positiv; negativ hingegen, wenn 


Ger 


57. d?dy d’yy\2 
N er () Ar 


diese Grösse, unter denselben Bedingungen, beständig negativ. ist. 
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Sind daher A, BO... als Funktionen von x, so beschaffen, dass 
sie Einer von den, $. 34 in dieser Beziehung. entwickelten Bedingun- 
gen, für alle, zwischen @ und 5 enthaltenen Werthe von x genügen, - 
und nicht unendlich werden, so ist die Frage entschieden. Ist dieses 
‘aber nicht der Fall, so wird man das obige Differenzial in zwei 
Theile zerlegen müssen, von denen der eine, unabhängig von oy, in- 
tegrabel sei, und der andere eine von jenen. ARINBBOZEN erfülle Es 
sei zu diesem Ende 


aD N d’) d’y d?y 

S; Y Di J ih 

/*t en Hai ol to 2 re da® rt 
- d3 
RN) En ne) | 

°Y dey deyy „ddy d’yy 
| + faefany Hr nn I4+r(T 2). +Q%y HR + th. 
Differenzürt man diese oh so kommt 


da dß Ru 
de = 0,56 =4- M,20+7 n. -Ny+5 =0—p, 


Pkt Dakese -Q, ee —=—E—-R o—=F-9, us ws 
woraus sich also ergiebt: Ä 
a Const. 


ge 
X 


d 
ven.‘ 
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Da @,_ y, 8... beliebig sind, so wird man sie dergestalt nehmen 
könnnn, ‘dass die Grössen M, N,P... den Bedingungen entspre- 
chen, unter welchen der Ausdruck 


Any? Bye D+r(2 te eig - + s(z % a 


für alle Werthe von =a bis e—=b, unabhängig von ey; che 


oder negativ werde, Um die Begriffe zu fixiren, wollen wirannehmen, 
dass in IF kein höherer Differenzial- Goefficient von y, als der der 
zweiten Ordnung enthalten sei. Setzt man alsdann | 
ddy diy | 
rer 
so ‚geht dieser Ausdruck über in 


Yen 1 ea A A Nor 1 Mr:, 
wo, indem mar desselben mit dem des $. 35 vergleicht, 


Yale 2 
Sf | 
| (IL) 
(N — SUN 
NE RS 
a 48 


ist; oder, M, N, P... vermittelst obiger Gleichungen eltiminirend, 


3 SE ER (E28)? 
3 dv 
EAN IB ee ang - E=a) By} 
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"yon welchen Grössen also, damit für M, N, P.. : ER besagten Be- 
dingungen statt linden, für alle Werthe von =a bis x—b, 

W; 1 oder — 0, | 
urid zugleich g, “2 nicht —> oder — eo, 
seyn müssen, w 
Bestimmt man deber By 5 dergestalt, dass man. ‚habe. 
| 'g=o h=o, H1 
so wird das Zeichen von 


; ° / 2 2} 
ua EN Hr) Ho Ha + (ie 


mit “dem von # identisch seyn. 


dzdy\ e 


Ferner hat man 


dd dy yr Pe de | 
uff er rn) 


ad; “ 
+ Body, + Er < "+ Re A AR 


Bay — YDIIw da — &) (EN, 

Da nun, vermöge der obigen Gleichungen (III), Eine von 
den Grössen ß, y, s beliebig bleibt, und die beiden übrigen, da 
sie durch Differenzial- Gleichungen von der ersten Ordnung gegeben 
sind, zwei willkührliche Constanten enthalten; so ist es klar, dass man 
diese, nach Massgabe des jedesmaligen Werthes von 8; Y dergestalt 
wird bestimmen können, dass das Zeichen des, von dem Integrations- | 
zeichen befreiten "Theiles im obigen Ausdruck, nach ‚BEUERPD, positiv 
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‚oder negatiy werde, Die obige Bedingung kommt demnach auf diese 
zurück; | | 


Jebar NY. rl +-Qdy ER 7 Rz. er (a) } 


von c=a bis «5b, unabhängig von dy 
— o für das Maximum, und == o für das Minimum, 
welche, dem Vorhergehenden gemäss, wiederum zu der. folgenden 


führt; Ä | 
serz( er 
| Kay er) = ef A 2: | 


für alle Werthe von =a bis =b, — o für das Maximum, und 
— 0 für das Minimum, so fern M, N, P..., für eben diese Wer- 
the von x, nicht unendlich werden, 
Wir haben zwar angenommen, dass 77 keinen höhern Differen- 
zial-Coeffhicienten, als den der zweiten Ordnung enthalte, Man über- 


zeugt sich aber sehr leicht, dass, im Falle eines höhern Differenzial- 


Quotienten, das Resultat dem vorigen vollkommen analog ausfällt, 


— y{n) als den höchsten der KAT ERAG en ei be- 


tn d 
und dass man, Y 
dx” 
 trachtend, ganz allgemein hat; 4* 


er) — o für das Maximum, und => o für das Minimum, 
ym?. | zu | | 
für alle Werthe von =a bis 2—=b, so fern, innerhalb eben dieser 


Grenzen, M, N, P.... nicht unendlich werden. Denn offenbar wird 


de | da | 
die Variation der zweiten Ordnung von 7/7, so fern = den höch- 


15] 


— 
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sten der vorhandenen Differenzial-Coefficienten ausmacht, ausser dem 


m y u 
Gliede, welches ( =) enthält; ım AS RINER ncR N Ne 
andere Glieder enthalten, deren Zahl der Anzahl der zu -bestimmen- 


den Grössen M,N,P u.s.w. gleich ist. Nun wird der von dem Inte- 
" - DR 4 m. (m--ı) Ne ns 
grations Zeichen befreite Theil aus Wehnn Gliedern bestehen, und 


dadurch eben so viele von den Gleichungen (7.) liefern. Die Glei- 
‚chungen (77.) in Verbindung mit (//1.) werden noch m andere Glei- 


chungen abgeben. Man hat daher zur Bestimmung jene ED, 
Grössen eine Anzahl von ae) m= ee — ı . Glei- 
chungen, welche, da die folgende eine Grösse enthält, die in der 
‘vorhergehenden nicht vorhanden ist, weder in einander enthalten 
sind, noch miteinander in Widerspruch stehen werden, 

Die Bedingung, dass M, N, P u, s. w, für alle zwischen a und 2 
enthaltenen Werthe von & nicht unendlich werden dürfen ‚ kann die 
Anwendung dieses Criteriums sehr erschweren; nachdem, um sich 
von der Erfüllung dieser Bedingung zu versichern, die Gleichungen 
g=0,h=o,.. integrirt werden müssen, welches bekanntlich, nach 
Massgabe der Umstände, unübersteiglichen Hindernissnn unterworfen 
‚seyn kann. | ' | 

Im. Falle () von c—=a bis 2a, nicht durchgehends mit 
demselben Zeichen behaftet, sondern für ein gewisses Intervall, z. B, 
von c=a bis 2a, positiv, und für das folgende, von za bis 
x=b, negativ wäre; so würde daraus hervorgehen, dass das Maximum 
und Minimum zugleich an die Grenzwerthe von x gebunden, und 
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von z—=a bis x=a ein Mikiinnhr; so wie von x=a "bis x=b ein 
Maximum vorhanden wäre, 


Sollte es endlich der Fall seyn, dass (En) gleich Null wäre; 


so würde dieses oEenbar anzeigen, dass weder ein Maximum noch 
ein Minimum vorhanden sei, In diesem Falle wäre 3? 77 in Bezie- 


dm? MIR UN SUR, | 
hung auf Er vom ersten Grade, und von der Form : 
HR Di: 


dv dy dYy . dm 12 
R Js. de? Mae er pie 


| ii 
xy. TV = aa. En = + art ach ar 
Be 


welche, vermittelst einer theilweisen Integration des zweiten Gliedes 
sogleich auf die Form 


diy d?y d’? dmı? 
Sebe dy: a 12 a 1%, BEER mr d& 


dedy dWYy 
dx’ "dam ' 


dam dam 


+ X - ANIE 4. SE 


| dm ddy SR d?dy dm 
Boy LEE et (1) EEE RE 
TA 27 dx” xt da a ı a dx? "dans 
2) der wi am? 
a) dy ITY (m- (4 Y 
+4 dx’ de ai‘ ei de" 3) 


.zurückgebracht wird. 
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Im Vorhergehenden betrachteten wir die Variation dy als voll. 
„kommen beliebig und durch keine Bedingung irgend einer Art näher 
bestimmt, Diese Unbestimmtheit von dy folgte aus der Aufgabe, die 
unter allen Relationen zwischen y und x diejenige verlangte, welche 
7 zu einem Maximum oder Minimum’ mache. "Inzwischen leuchtet 
es ein, dass in dieser Beziehung mannigfaltige Beschränkungen statt 
finden können, entspringend aus den Bedingungen, welchen man die 
fielationen, zwischen denen die des Maximums oder Minimums ver- 
langt wird, unterwerfen kann, Von diesen verdienen hier solche vor- 
zugsweise näher betrachtet zu werden, die jene Relationen durch Be- 
dingungen characterisiren, welche sich lediglich auf die Grenzwerthe 
von x, a und 5b, beziehen, Die allgemeine Aufgabe für diesen Fall 
kann folgendermassen ausgesprochen werden. Unter allen Relationen 
zwischen y und x, welche, für <a und x—=b, den Gleichungen 


dya d’yn den It ya, dyo) d’yo . d®Tyo 
Var ge da ’ da® yır. Aamı m-ı b ya db’ IT D:. db2 SA TERT PER dam }= O, 
dyn ya) Amiya), Bi En day Amiga 
Yın layın, da ? Marl ammsten >) (a) > a dor oma Burg 
ya. Ye. ‚ya dry dery., | 
Yaolayon da ’ da? .?''' dam“ a IR m 05 


x Us. S, w. 
wo. die Zeichen Y%, Yon, Po)... algebraische Be anskandente 
Funktionen von den sich unter denselben befindenden Grössen be- 
zeichnen, genügen, diejenige zu finden, welche 
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das Integral von —a bis «—=b erstreckt, zu einem Meximum oder 
Minimum mache, ' | ng 

Um die Begriffe zu fixiren, wollen wir annehmen, dass die bei- 
den Funktionen y und y+ köy, unabhängig von k, jene Bedingungen 
erfüllen, und erstere zugleich als diejenige betrachten, welche 7 zu 
einem Maximum oder Minimum macht. Alsdann ist es einleuchtend, 
dass, in Folge der Bedingung des Maximums und des Minimums, dio 


Gleichung (4) des $'s 43, die wir, der Kürze halber, durch 


ke. © de + 2 — 
darstellen wollen, hier ebenfalls statt finden wird, jedoch nicht. 
unabhängig von jeder besondern Form von dy, sondern mit Rück- 
' sicht auf die Beschränkungen, die für diese Grösse aus den gegebe- 

nen Bedingungsgleichungen entspringen. Inzwischeh lässt es sich 

leicht zeigen, dass, wie auch die Bedingungen mit Beziehung auf die 
Grenzen beschaffen seien, jene Gleichung stets in diese zwei | 

ed) =0o, und 2) —QAuy=o, 
zerfällt, Denn, da f (x) x a-ayntr x («bjwt4, wo f(x) eine belie- 
bige, («—.a) und (c—b5) jedoch nicht als Divisor enthaltende, Funk- 
tion von x, und p und q beliebige positive Zahlen ra so 
wohl für x—a, als xD, gleich Null wird; so wird, wenn ey die gefor- 
derten Bedingungen mit Beziehung auf die Grenzen wirklich erfüllt, 
ey + Ska) (8 — amt? (x — bywta denselben ebenfalls entsprechen. 
Substituirt man daher diese Form anstatt dy in der Gleichung 


Sye@)da+ 29 —0O)=o, 
so erhält man | | | 1 | 
Joy ga) dx ae ac xo(®) emajer x (dr HIN — no; 


a " 
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folglich, indem man beide mit einander verbindet, 
Fr (X) X PR) w—a)"tr x (—bjnta BR 0,., 


das Integral von £=a bis. 2 =b genommen. 

Im Falle nun auch 0 (x) die Formen (@—a) und (<—b) mehre- 
‚remale .als Divisoren enthalten sollte, so würde man diese doch, we- 
gen des beliebigen » und g, heben, und die DR Gleichung aub 
die Form 

SS) xE (x) —a)ntr x en dx =i05 

das Integral von x=a bis =D erstreckt ‚ zurückführen können, wo 
£(&) von (ce—a) und (x—D) frei ist. 18 

"Jetzt aber fühlt man leicht, dass diese Gleichung nicht statt fin- 
den kann, wenn nicht identisch £ (x) =o ist. Denn, wäre dieses. 
nicht der Fall, so würde «es erlaubt seyn, f(«)= EIER Z7— zu setzen, 
wodurch jene Gleichung in | 

S (—ayntr? x (a —byutı de— 0, 


das Integral von c=a bis =D genommen, übergehen würde, wel- 
ches Rue ist. | j 
Da also £ (x) = o ist; so ist auch 
9 @ = 0, (I), und Qu — Qu = 0, an 


welche zwei. Gleichungen einzeln bestehen, wie auch die anpeur 
gen hinsichtlich der Grenzen beschaffen seyn mögen. 

Die Gleichung (7) ist offenbar identisch _mit .derjenigen, elche 
S. 43 die allgemeine Gleichung .des Maximums und des Minimums 
genannt worden ist, und, allgemein zu reden, eine Differenzial-Glei- 
chung von der amten Ordnung, von deren primitiver Gleichung die 
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em beliebigen Constanten durch die Grenzgleichung, in Verbindung 
mit den gegebenen Bedingungsgleichungen ihre Bestimmung erhalten, 


$. 48. 
Es sei nun 
..dya) day dt Yen dyay d? ya dm yo) 
{a >») (dr da , ra, yore dam 3 b,r (2) > "db. ’ db®, yo,» 1ym- —_—— Po, 


die:wir, der Kürze halber, durch 77V = o ge wollen, eine 
der Bedingungsgleichungen, denen die Relationen zwischen y und x, 
unter welchen die des Maximums oder des Minimums gesucht wird, 
für =a und x =Öb, zu genügen haben. 

"Da wir yundy + kdy, unabhängig von A, als diese Bedingung 
erfüllend. betrachten; so ist offenbar 


mwoa+lBWwo+T_ »wo+usw=o, 
sithin | 
Wweo—0,$W9 = 0,WV—_ ou. 5. W. 
Dasselbe wird der Fall mit den übrigen Bedingungsgleichungen 
we =» =07FV) = owS ww 
seyn: sie werden die variirten Gleichungen 


oma —=o, dVW — o, eV % = ou:.Ww. 
d’y r) ‚dıyo) 
un da? 


.o, 


verschaffen, von denen jede eine Relksiah Zwischen ya» 


d? .. 
Oya E H re , nn Bene nd 


Um die Begriffe zu fixiren wollen wir annehmen, dass die An- 
zahl dieser Bedingungsgleichungen, die offenbar 272 nicht übersteigen 
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darf, gleich r sei. Ihre varüirten Gleichungen der ersten Ordnung wer- 
den uns alsdann r Relationen zwischen den 2m Variationen verschaf- 
fen, vermittelst welcher'aus der Gleichung für die Grenzen 

2 = = o ' 
eben so viele von diesen Grössen eliminirt werden können, 

Die resultirende Gleichung, welche, unabhängig von den (2em—r) 
zurückbleibenden Variationen gleich Null seyn muss, wird sich alsdann 
in (em—r.) besondeie auflösen, die man erhält, wenn man die Coef- 
‘Aicienten der Variationen einzeln gleich Null, setzt, und welche, in 
Verbindung mit den r gegebenen Gleichungen, zur Bestimmung der 
am Constanten dienen werden. 

. Istr=2m, d.h, beträgt die Anzahl der gegebenen Bedingungs- 


. Eu . . a 3 d d? ( | m-T 
gleichungen az, so sind die Grössen .y a, en Re . EN? 


dyısy d’ye, dt yo) 


Ya "ab? die? - ‘+ m alle bestimmt, und in @ und 5 gegeben, 


mithin ihre Variationen gleich Null. Der Grenzgleichung 

Do) — in=o 
geschieht alsdann schon in Folge dieser Bedingungen Genüge, und 
die am Constanten werden ne durch die 2» gegebenen Gleichun- 
gen bestimmt. 

Aus diesem Allen. geht hinlänglich hervor, dass, wie auch die Be- 
dingungen mit Beziehung auf die Grenzen, innerhalb welcher das In- 
tegral genommen werden soil, lauten mögen, die Frage, allgemein zu 
reden, der Form nach bestimmt ist, so bald nur die Gleichungen, | 
der Zahl nach, 272 nicht übersteigend, von der obigen Eorm sind, 
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Anders verhält es sich inzwischen, wenn eine der Bedingungsgleichun- 
gen von der Form | 


vldya» Ba EISAR N ee ya); eh ’ a UL EN } rn 0; 

d. h. unmittelbar zwischen den Variationen gegeben wäre, In diesem 
Falle nehmlich würde man die Gleichung, welche vermöge der Elimi- 
nation von einer der Variationen aus (27) wegfällt, durch keine andere 
ersetzen, mithin auch eine der Constanten nicht bestimmen können. 
Uebrigens finden die in 8.45 gemachten HOMSIEHDBER auch hier ihre 
Anwendung. 

Was die Elimination. der durch die BL dinennsegt eichungen gege- 
benen Variätionen aus der Grenzgleichung anbelangt, so wird man 
dabei die in $. 39 dargestellten Methode befolgen können. Hiernach 
wird man die Grösen IV», IW@, aan ... 5» jede mit ei- 
nem unbestimmten- Factor 1m, 1), 18 NUR multiplicirt, zu der 
Gleichung (IT.) hinzu zu addiren, und in der Resultante die Coeffi- 
cienten der Variationen einzeln gleich Null zu setzen haben. 

Die Bestimmung von y als - völlig geleistet betrachtet, hat man 
noch die Bedingung | | ! | 

. $2Y — o für das Maximum, und — o für das Miu, 
mit Rücksicht auf die Bedingungsgleichungen | 

mo, W®O = 0, W920, uw sw, 
welche auch, dem Vorhergehenden nach, durch 

02:7 - 9 2 WW“ -- 12 0° A NO PY27 746) 1... 
unabhängig von Sy, —- o für das Maximum, und >> o für das Mi- 
nimum, ausgedrückt werden kann; und es ist leicht zu sehen, dass 
das Criterium in diesem Falle mit dem des vorigen vollkommen iden- 
tisch ist. | N | 


[ı6] 
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Bis hiezu betrachteten wir die Grenzen, innerhalb welcher das 
Integral genommen werden sollte, als bestimmt und gegeben. Jetzt 
wollen wir auch diese Bedingung aufheben, und uns die Frage vorle- 
gen: Unter allen Relationen zwischen y und x (die übrigens in Be- 
ziehung auf die Grenzen mehrern Bedingungen unterworfen seyn 1 
können) und unter allen Werthen für die Grenzen, innerhalb welcher 
das Integral genommen werden kann, diejenige Relation und diejeni- 
gen Werthe für die Grenzen zu finden, vermöge welcher der Werth 


d d? 7 
v= fr Fila, , An a a 


ein Maximum oder Minimum, d. h. grösser oder kleiner werde, als 


von 


der ihm, bei veränderter Relation und veränderten Grenzen, unmit- 
telbar vorhergehende und folgende Werth, 
"Betrachten wir y als Repräsentanten der geforderten Funktion in . 
x, und a und b als die gesuchten Grenzwerthe für x; so ist es klar, 
dass, mit Rücksicht auf die Variation von x, sowohl hier, als vorhin, 
seyn wird, | | 
| eY =o 
so wohl für das Maximum, als das Minimum, und 
o°F — o für das Maximum, und — o für das Minimum, 
unabhängig von dx und dy. _ 
Nun ist, wenn wir die zuletzt gebrauchte abgekürzte Bezeich- 
nung beibehalten, nach $. 24, i 


IF ES) dr +05 + Wadb — ay— Wade, 


das Integral von x =a bis x = erstreckt; welche Grösse also 
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gleich Null ist. Auf eine, der vorigen vollkommen analoge Weise 
lässt sich zeigen, dass, welche auch die Bedingungen seyn mögen, 
denen die Funktionen mit Beziehung auf die Grenzen unterworfen 
sind, diese Gleichung stets zerfällt: erstlich, in die allgemeine Glei- 
chung des Maximums oder des Minimums 


und zweitens in die Gleichung für die Grenzen 
Qt Weardb — Qu — Wndam o. (II) 


Hieraus geht also hervor, dass die allgemeine Gleichung, von 
welcher die. Bestimmung eines Maximums oder Minimums abhängig 
ist, durch die Veränderlichkeit der Grenzen des Iutegrals auf keine 
Weise irgend eine Modification erhält. "Dieselbe wird daher, allge- 
mein zu reden, eine Differenzial-Gleichung von der 2mten Ordnung 
seyn, deren primitive Gleichung 22 beliebige Constanten enthalten 
wird. ‚So fern nun keine anderweitige Bedingungen mit Beziehung 
auf die Grenzen vorhanden sind, wird die Gleichung (7) sich in 
om + 2 besondere auflösen, nehmlich: in die des S. 44. 2m an der 
Zahl, und die beiden, aus der Variation von x entspringenden, 

IR OFEN 0% 

die man also insgesammt erhält, indem man die Coefficienten der in 
(II) enthaltenen Variationen einzeln gleich Null setzt, und vermittelst 
welcher man die 22 Constanten nebst den beiden gesuchten Grenz- 
werthen von x, a und 6, wird bestimmen können, so fern wirklich 
ein Maximum oder Minimum statt findet. Sollte aber, mit Beziehung 
auf die Grenzen, eine Anzahl von r Bedingungsgleichungen vorhan- 
den seyn, so würde man vermittelst dieser aus der Gleichung (I7.), 
nach Vorschrift des vorigen $’s, eben so viele Variationen zu elimini- 


De 
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ren, und die Coefficienten von den, in der resultirenden Gleichung 
zurückbleibenden Variationen einzeln gleich Null zu setzen haben, 
Die sich hieraus ergebenden (em-++2—r) Gleichungen in Verbindung 
mit den r gegebenen, würden alsdann zur Bestimmung jener 2m-La2 
Grössen dienen, | 
Die Funktion y und die Grenzwerthe von x auf diese Weise 
als bestimmt vorausgesetzt, hat man noch die Bedingung 
27 —o für das Maximum, und — 0 für das Minimum, 
unabhängig von dx, dy, jedoch mit Rücksicht auf die gegebenen Be 
dingungsgleichnngen | Be Br 
WO =0, WW =0, VAN io, WW; 
mithin 
e + and? WW ı@ d2 W@+425 > WOIL.. 
—— o für das Maximum, und —> 0 für das Minimum, 
unabhängig von dx und dy- | u 
Bezeichnet man nun allgemein die Yarkaılan der zten Ordnung 
von 7, ohne Berücksichtigung der Variation von x, mit dr 77, und 
mit Rücksicht auf die Variation von wet or P; so ist nach $. 9, 


ni 


”vr =, Ede +27. 92 +92P, 


mithin, dd 7—=/f Mix, das 1 Intespel vn e=aebsxe=D ge- 
nommen. 


re rtad, mer fm © 


Subssituirt man diesen Werth, so erlangt man 


f}: Wis+ nr, Pic PRO WOLIDIIPEL., 
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das Integral von ©=a bis c=Ö erstreckt, unabhängig von Sa und ey, 
— o für das Maximum, und —= o für das Minimum, | 
Auf eine, der des $. 46 ganz ähnliche Weise ergiebt sich hieraus 
die ee meane 
d?Zr’ ‘. o eo | 
ee a, <—_o für das Maximum, und —— o für das Minimum, | 
dym) | 
für alle Werthe von z=a bis x—=b, so fern 02/7 ganz allge- 
mein in zwei Theile zerlegt werden kann, von denen der eine unab- 
hängig von dy integrabel ist, und der andere, innerhalb eben dieser 


Grenzen, nicht unendlich wird. 


$. 50. | 


Um‘ die Methode durch ein Beispiel zu erläutern, sei 


# 
nn 


ve 


'Alsdann ist mit Rücksicht auf die Variation von & 


neh: Ir 


Re m dy 
ur; de 
Ange. dc FAZ arN de 
ip I: (+36) 


=“ 


| d 

| Pa 

Sr Fey dy: a5 er x: ST 
Er +35) | 


. welcher Ausdruck, yon za bis ı—b Gh giebt 


PR 


4 
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dz 
et — ey d. 5 v > 
| V 2 (1+3 :) 
dyd dyin Br 
"dd. ne 


a5 Pi J tr ar >) —.y h V:(+%°) | 


das Integral von @=a bis <= genommen. 
Die allgemeine Gleichung des Maximums oder Minimums ist 


demnach ; 


dy 
d. h 1.de | = 
c 2 
UV: +5) 
ah d 
mithin ni [6 d | n 


ME BERN I u, 
U: I) N let 
wo a eine beliebige Constante bezeichnet. Um die letzte Gleichung 


zu integriren, wollen wir 


x M T “ 
BEN Lg, = 202 sn © 


setzen; alsdann ist 
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N ge (e Cos 9)» 


dy I Bar woche 
de ee OU) 


folglich 


* 
eu 
wo ß eine zweite beliebige Constante ‚bezeichnet, und die Elimina- 
tion von @ vermittelst des Werthes in x die gesuchte Gleichung zwi- 
schen x und y giebt. 


Substituirt man nun den für er gefundenen Werth, so erhält 
man als Grenzgleichung \ | | 
db da 
4Byo aa hype Vo 


J. Betrachten wir die Grenzen, innerhalb welcher das Integral 
genommen werden soll, mithin. die Grössen z und 6, als gegeben; so 
geht die vorige Gleichung, da alsdann da = 0, dd —= o, über in 

LO Ye Be 2öyo = O0. 

.ı) Wird nun unter allen Relationen zwischen & und y diejenige 
verlangt, welche 7, von =a bis «=D, zu einem Maximum oder 
Minimum mache; so hat man 

e=o, mithin 9=o,undy=ß. 

2) Wird unter allen Relationen, welche, für =a und =, 

der Gleichung | 
y {a,y@)s b,yay} = o0o—_ HH w 


genügen, diejenige verlangt, welche 77, innerhalb der bezeichneten 
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Grenzen, zu einem Maximum oder Minimum anche; so ergiebt sich 
daraus offenbar - 
din dW%) | 
a dya) IT, We) yo Prior 

Addirt man diese Gleichung, nachdem man sie mit einem unbe- 
stimmten Factor A® multiplicitt hat, zu der Gleichung für die Gren- 
zen hinzu, und setzt in der Resultante -die Coeificienten der Varia- 
tionen einzeln gleich Null: so kommt | 


da) (a 
0 en. 
folglich, indem man A» et 
dP ı) (VON _ = . 
hei \dya) 2% 


Man hat demnach 
a = 0, und Y a al | 
wo ß durch die Gleichung 'F (a, 8, 5,8) = o bestimmt ve | 
3) Wird unter allen Relationen, welche re = zunddz —b 


or 


den beiden Gleichungen 
FVZY (ayws dy@) = 9%; 
En Yn(2,yW> b,y.«a)) = 0, 


entsprechen, diejenige verlangt, welche 7, anal ‚der ae 
ten Grenzen, zu einem Maximum oder Minimum mache; so entste- 
hen hieran offenbar die variirten Gleichungen 


(> Yo tr a 91% a) 


” 


dya d 
+ Ja) Y (2 
EZ AED dw 
Yan —) 8 Ya) 4 A —) 8 N 
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ER unter der natürlichen Voraussetzurfg, dass die eine jener 
Gleichungen nicht in der andern enthalten sei, oder, mit andern. 
Worten, dass y«.,) und Jo durch die gegebenen. Gleichungen wirklich 
bestimmt ‚werden, 
du = 0, da = 0, 
liefern. Um in diesem Falle & und & zu bestimmen, wird man aus 
‚den gefundenen allsemeinen Gleichungen 


, 1 
2,0? 


= 2=.(0 — Sin V+R 


die vier, den Grenzwerthen von x entsprechenden, Bh 


Pl 


EN L Ne 
een (1m 00 pay za: 9m ment 


} ıI I | 
= (1- Cos 99): ya 2a: Ya — Sin go) + B 


= 
ziehen, und, diese mit den gegebenen Bedingungsgleichungen 

Ya Ya» Bw): Os. Yn(as > Bea) = 0: 
verbindend, sechs Gleichungen zwischen den sechs ‚Unbekannten 


as ß> Y>» Ya O4)» $a erhalten, welche zur Bestimmung derselben 
dienen. | 
II. Betrachtet man die Grenzwerthe für x, 2 und 2, als Fraglich, 
so ist die Gleichung für die Grenzen | | 
db RD 
adya Auen aöya) = Vob— %-a? 2°) "yVa-e:as) =:o 

'3)-Sind nun keine weiteren Bedingungen gegeben, sondern ad 

unter allen Relationen und unter allen Grenzen nach denjenigen ge-' 


. ars 
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‚fragt, vermöge welcher 7=/ FVdx ein Maximum oder ein Minimum 
werde; so hat man | 


= 


# —=.0%, 
aus welcher, in Verbindung mit 
1 NT 
u m Or I Seal, 
Vb—-ua?b? : Va-a?a: 
‚hervorgeht - 

b = ORTE os | 
welches zeigt, dass es in diesem Sinne weder ein Maximum noch ein 
Minimum giebt. 

2) Ist eine der Grössen z und 2 gegeben, so wird die andere 
dennoch = &, welches andeutet, dass auch in diesem Falle weder 
ein Maximum noch ein Minimum vorhanden ist. 

3) Finden anderweitige Bedingungen für die Grenzen statt, SO 
hat man damit nach der obigen Methode, jedoch unter Berücksichti- 
gung der Variation von x, zu verfahren, 


Endlich, da (z er a ist; so wird 7, so [fern 


Velerie) 


man die positive Wurzel des vorgegebenen Integral-Ausdrucks nimmt, 
ein Minimum seyn. | 


S. Bi. 


Es ist die geometrische Beziehung einer solchen Aufgabe, welche 
auf die Bedeutung der Bedingungsgleichungen für die _Grenzen ein 
besonderes Licht wirft. Die in Rede stehende kann folgendermassert 
abgefasst werden: Unter allen Curven (durch anderweitige Bedingun- 
gen näher characterisirt, oder nicht) diejenige zu finden, in welcher. 


# 
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aa! e i 
V*® 


= d®. 
ein Maximum oder Minimum seı. 
Den vorigen Betrachtungen nach ist diese Curve, im aleemer- 
nen, gegeben durch die GIEICHunSen 
2" 


en Don 


20? 


y= 5 (0 — Sin. o)-+ BR. 


welche bekanntlich eine Er ide bezeichnen, deren Erzeugungskreis 
a?” zum Durchmesser hat, und sich auf einer, mit der Axe .der y pa- 
rarellelen, von dieser und ß entfernten, geraden Linie bewegt. 

| I. Betrachten wir die Grenzen @ und b, innerhalb welcher das 
Integral genommen werden soll, als gegeben, und | 

ı) sind alsdann 'keine fernern Bedingungen vorhanden; so ist die 
Frage folgende: ar, allen 'Gurven .diejenige zu finden, in welcher 


AERZE 
yV% 


'mum oder Minimum sei. . 
Wie wir gesehen haben, ist in diesem Falle y = 8 mithin die 
gesuchte Curve eine gerade, mit der Axe der x parallele, Linie, 
2) Betrachten wir überdiess y(r) als gegeben, so sind die Coordi- 
naten des Anfangspunktes @, Yan bekannt, und die Frage rt als- 
"dann auf folgende Weise ausgesprochen werden: Durch einen ee. 


; y a _ 2 | 


benen Punkt eine Curse zu legen, in welcher ?= f dx ——— BENEE? 


Vf de: ; zwischen den Abcissen :z und b, ein Maxi. 
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zwischen diesem Punkte und einem Andern, dessen Abcisse = b ist, 
enthalten, ein Maximum oder ein Minimum. sei. Au 
Der vorigen Rechnung gemäss ist diese Curve eine serade, mit 
der Axe der x parallele, Linie. 
3) Nehmen wir ausserdem noch yo) als gegeben an, so ist die 
Frage folgende: Durch zwei gegebenen Punkte, deren Coordinaten 


@syw;} DsYyio Sind, eine Curve zu legen, in welcher 7= fe 
zwischen diesen Punkten enthalten, ein Maximum oder’ ein Mini- 
mum sei. ; 


Die gesuchte Curve ist alsdann, allgernein zu reden, die oben 
näher bezeichnete Cycloide. 

IT. Setzt man die Grenzwerthe für x, az und 2 nehmiich, als 
fraglich voraus, und | 

'r) sind alsdann keine andern Bedingungen vorhanden; so ist die 


Frage folgende: Unter allen Punkten in einer Ebene zwei, und 


unter allen: Gurven .diejenige zu finden, so dass, wenn man die 


erstern: vermittelst letzterer mit einander verbindet, der Ausdruck 


Vı+% 


1% ve ——, zwischen diesen Punkten genommen, ein Maxi- 


mum. oder ein Minimum sei. 


Dem obigen Calcül nach, was man auch: sehr leicht fühlt, sind 
diese nicht vorhanden, ö | 

2) Die Sache verändert indess von Gestalt, wenn wir Bedin- 
gungsgleichungen für die Grenzen annehmen, vermittelst welcher die 
Aufgabe zugleich ein sehr interessantes Ansehen gewinnt. Sie lässt 
r 


A 


FRS 
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sich alsdann Fsadkimasski, aussprechen: Es sind im einer Ebene 
u Curven gegeben; man wünscht. dieselben, durch eine dritte der- 


ER | | Vi + dm 
defgestalt zu.verkinden, däss die Formel f dx -——— Hess here 


dem einen bis zum andern Durchschnittspunkte genommen,, ein Maxi- 
mum oder ein Minimum sei. Die Frage ist nach dieser Curve und 
nach den Coordinaten der besagten Durchschnittspunkte. 

Die erwähnten Curven seien durch die Oeeaiuee 


Pay (® yy- 05 Ye) EAN yy —.0%. 
von: denen: die erste sich auf den Anfangs- und die zweite sich auf 
den Endpunkt bezieht,. gegeben ,, und die gesuchte ‚ die Cycloide in 
diesem Falle, werde durch 
| WARE) 
repräsentirt, | 
Das System . x, Y muss ‚also die Beschaffenheit haben, dass es fü‘ 


xz =. den: Gleichungen: 
I ü 
N Po (06,5 Y) u O5 et (2), 
und für x = b den Gleichungen 
2 u n “ 
RESTE FN 05 Vet) 
genüge, Bezeichnet man daher. die correspondirenden Werte von 
y mit Yo Ye); so Hat man: die Gleichungen 
ya=f(d, Ya (as Yo) il; 
PX ze Yo) (d> ya) = 0. 
Das System x + ko, y-b köy muss so beschaffen seyn, dass 
es, RE von: k, für x = a der Gleichung - 
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en: WN=o Eu 
und für. x— DB der: ‘Gleichung ; 
Te) (2 = 
'entspreche, Da nun, wenn y frz =aundz =D mit Yo und Ya) 
bezeichnet wird, für x = a -+ kda / 


(dy L) ui t) Ra? i r 
Y IE er ‚hoda Ei an — Ara beta Es 
und fürx—= b- köb h 
Asa a En 


'dya), 
I =I@ + Er kob N "dd? na Bi mh. Be an 2 
Eat: so hat man | 


Var (2 En Ida, v0 + kdy: rer Ya) On en —. Kaya) —— 0, / 


(2) 
unabhängig ‘von /k; folglich 


(ee + de Ehemann], 
ee | ee | 


Von einer: andern Seite 'hat man, da 


Kr 


Yu) & a Er Dee, 


a 


‘unabhängig von jedem Hesondern ‚Werthe yon x; mithin 


n 


ee 
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.. 0) . ®- P} . 2 = d ? ’ 
Eliminirt man: vermittelst: dieser eiunlanen die Grössen 2 ; 


a: aus (7), und überlegt, dass: 


RR | dy,, dY., Aa 
Mr \ Bu)” (Se )- es 
. ist; so ehe man: 


d Ay En | 
en 2 _ ae) da = Ya = 0, 


dyra ya 
= -7 15) De 


° I 2° [} h x . 
wo sich Ya)». he die Grenz-Curven,. und ya)» Yo, auf die Curve 
des Maximums oder Minimums beziehen, 


Rliminirt man. ferner vermittelst dieser Greichiniden den 5%, 
aus der Grenzgleichung i 


dy(e) | dya) 


es N da 
er Vb EBEN © 7 Iyo\ ' 
4 Zu Ai “(at 30) 
VRR var 
Dez Det — da Dr RE ER 
so erlangt man | 
x dyıa) dyin E2} dyay 
ı ur db. ra Ib ob er da’ N 
a nn en AO, 


| Unsıı Va (1 
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welche .die beiden - " a 


+ Memo ya. da =o. 

. verschafft. Man sieht also, dass in jedem Durchschnittspunkte die 
beiden Tangenten, von denen die eine.der gesuchten. und die .an- 
dere der Grenz-Curve angehört ‚ rechte Winkel mit einander machen 
müssen. - 

Verbindet man ‚mit diesen Gleichungen erstlich die unmittelbar 
gegebenen | Ä 


Ya) (as Yy),-=='0, Ya) ’ (b, Yay) mn 
‘=? a ! 4 . ARES, ARE, | \ 
wo Ya) = Yo. und Ye) = Ya, ist, und zweitens die gefundene 
yy,=S():Jya—=f(b); 
so: hat man Sechs Gleichungen zur Bestimmung, der sechs TE 
ten ao, ß, a, B, yo Ya. Da die Aufgabe hiedurch auf eine völlig 


bekannte zurück geführt ii ist, so würde es UbSr ihnen seyn, hiebei län- 
ger zu verweilen, 


G. 52. 


Die bisherigen Betrachtungen betrafen lediglich die einfachste 


Form, unter welcher sich ein Integral- Ausdruck darbieihen kann. 
Die zusammengesetztern Formen erschweren allerdings die Rechnung, 
machen indess in Ansehung der Methode keinen wesentlichen Unter- 
schied, wie aus einer nähern Betrachtung der Form von .$, 28, zu 
der wir jetzt fortschreiten wollen, erhellen wird. 

Es sei Y=/ Wodx, das Integral vn @—=a Bis- x == 5 genom- 
men, die Grösse, in deren Beziehung das Maximum oder Main 
gefordert wird; und | | 


r 
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, i f d d? d> k 
ie Ber a An a AR dee au 18 1 er Tr » 
| ı 


wo | 
dy d:? dy: 

— /nde, undn if VEN 2) 

Am — / n@de, und m ne f® (#- I» z ) nn I 8 2 Er ) ° 


Dh / dy d? dP 
A(2) — [n@de, und 11(2) == f@) ( Xs Y> ne 1 Jo» % d —) 


u. 8. w. 
ist; indem die sämmtlichen Integrale so genommen gedacht werden, 


dass sie für = a verschwinden. 


Da, nach $. 25, und unter der dortigen Bezeichnung, 


ei i Buytı, “te ) N 
a N \Y a Be, de + 00) — Qu, 
; x! , 


‚das Integral von x = a bis er = D erstreckt, ist; so hat man für die 
allgemeine Gleichung des Maximums oder Minimums 


T 


BoN u 


re + Er = 0,(I) 


und als Gleichung Für die Grenzen 
| Do) — Om = 0, an. 
Entwickelt man in (Z.) den Ausdruck auf der linken Seite des 


Gleichheitzeichens, und setzt anstatt Y dessen Werth 


5 r + &@ 70 + 20 7@ -1- 28) Ya) ie 
18]. | 
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so wird die entstehende Differenzialgleichung, im Allgemeinen von 
der a(g)te= Ordnung, die Grössen ELSE. AS BA Ay 


enthalten, welche, wegen ihrer Form 


Yiaze\, IV 
ee) ds v [ran de frade.., 


2 


eliminirt werden müssen, bevor zur Integration geschritten werden 
kann. Man überzeugt sich leicht, dass die Differenzialgleichung un- _ 
ter folgende Form wird gebracht werden können: | 


PHEQRHEIOHEINN LER OL. enge) =, (N, 


wo P, Q, 0%, 0%,... Grössen bezeichnen, die von &, EM, &®,,, 


“ 


unabhängig sind. Differenziirt man diese Gleichung mal hinter ein- 
ander, so wird man durch die Verbindung von (7.) mit diesem u 
neuen Gleichungen, von denen die höchste von der Ordnung 
(2.(e) -- x) seyn wird, die # Grössen &> e,,, | . ge elimi- 
niren, und als Resultante eine Differenzialgleichung von der Ordnung 
(2(@) r fr 
Pos =o 

nehmlich, aihelen können, aus welcher noch die # Grössen A, 10, 
aD,... a" eliminirt w erden. müssen. ‚Pherenzärt man daher bs 
zuletzt gewonnene Differenzialgleichung noch u mal hinter einander, 
so wird man aus dieser vermittelst der x entstehenden auch jene 
Grössen, eliminiren können, und zu einer Endgleichung gelangen, 


welche, allgemein zu reden, von der 2(e+)ten Ordnung seyn wird, 


Die Sache kommt demnach darauf zurück, die Gleichung (7.) 
2 mal hinter einander zu dilferenzüren, und alsdann zwischen diesen 
2«# neuen Gleichungen und der Gleichung (7.) die 2u Grössen 
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E, Em, e), Hi, ge), AAM; AN, AD zu elimiren. Da 
die hervortretende Endgleichung von. der 2 ((e)-+z)ten Ordnung seyn 
wird; so wird die gesuchte primitive Gleichung 2((e)+z)ten Constanten 
enthalten, ‚die aber nicht alle beliebig sind. Denn da die Grössen 
£, eu), eo), u As a9, AD... als bekannt angesehen werden 
können, so bald die Relation zwischen y und x gegeben ist; so wird 
man vermittelst der vorhandenen Dilferenzialgleichungen, von der 
Ordnung (eg) bis ((e)+x) — ı eingeschlossen, au derselben bestim- 
men können, so dass nur eine Anzahl von 2(e) beliebig bleibt, 
Da nun die Gleichung für die Grenzen 
Do, — Io 
in Verbindung mit den Bedingungsgleichungen, die in dieser Bezie- 
hung vorhanden seyn können, dem Vorhergehenden gemäss, unab- 
hängig von der Variation von x, stets eine Anzahl von 2(e) ‚Glei- 
chungen verschafft; so leuchtet es ein, dass, von diesem Punkte an, 
der vorliegende Fall dem vorigen vollkommen gleich steht, und da- 
her die desfalls gemachten Bemerkungen auch hier ihre Anwendung 


finden, 
9. 53. 
Folgendes ee: mag zur Erläuterung der Sache dienen, 
Es sei = 4 _ Ef: ydx, das Integral so genommen gedacht, dass _ 
| 


es für = a verschwinde, und 7= / Wdx, das Integral von <—a 
bis c—b genommen. 

Um zu den erforderlichen Gleichnngen zu gelangen, würde man 
allerdings die allgemeine Formel des $, 25 auf diesen besondern Fall 


£ 
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unmittelbar anwenden können. Inzwischen wird es nicht undienlich 
seyn, die Entwickelung selbst aufzunehmen, um die. daselbst ange- 
wandte Methode zugleich, wo möglich, noch mehr .zu verdeutlichen. 
Nach der dortigen Bezeichnung ist | 
„aA fiydes folglich da — f dydaz 


ferner 
| EINSTEIN U, 
W—= —— , also WW — Ar (dr As: 
| de | ue ‚dx / 
oder, indem man A, JA eliminirt, & 
nf Ede „Lydas na 


die Integrale so genommen, dass sie für x = @ verschwinden. 
Man hat demnach 


wat. Drda 2 ef Ada a, 0° 5 
| r=/ Lo a RE 
N de 3 x ER 


die Integrale von 2 = a bis x =D erstreckt, 


Nun ist, der bekannten Transformation gemäss, 


de de e | dx i 
| | de La OR 
ee 


HR us 
P \ x B 0 « D 
indem man Hi pe von @=a bis 2b, mit 7 bezeichnet; 
dx | 
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ferner J Pier SE ABRLER fan SI 
“7 x (dy\® de % 

a). ig SE 
vonz=abis x =D. Man hat demnach | Ku 

| fi ne \ PU dt 

| El dx Ai ar: anni — d. (2) er (a): \ 

dx x | 
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ey kr, 


von abs x =b genommen. 


Die enilne Gleichung des. Maximums‘ oder Minimums ist 
daher 


oder 


| d’y Re 
ef rc De Fer 
d Fr } ) | 
aus welcher 7 gi 


und / ydx eliminirt werden müssen, be- 
vor zur Totetedn en werden kann, 


Differenziirt man daher diese Gleichung, so kommt: 
d’y | “idy dd’ dy d’y Ba - 
3 (2) f yaz — 27 Le - En/ ram: (17.) 


welche Gleichung, wegen der besondern Form von (7.), bereits von 
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a fi e unabhängig ist. Bringt man (I7.) unter die Form 


dy.d?y 
/r rt er dx. ds? 
k | s() a dy DER d’y 


dr? dx de: 


“ 


und differenzürt diese, so wird schon die unmittelbar hervortretende 
von / ydx befreit seyn und der Integration unterworfen werden kön- 
nen. Da sie von der vierten Ordnung seyn wird, so wird die ge- 
suchte primitive Gleichung vier Constanten «enthalten, von denen zwei 
durch die Gleichungen (7.) und: (II. ) bestimmt werden, 

Bezeichnet man nun, der Kürze halber, 


S[ydx 


dy\? 
(2) 


so ist die Gleichung für die Grenzen 


9 für & =q, mit Ga» 


4) für ni b, mit Gays‘ N 


Ga ER Eng Ga) a — 


welche, nach Mass ‚gabe der statt findenden N die, zur Be- 
stimmung der beiden übrigen Constanten, ‚erforderlichen Gleichungen ° 
abgeben wird. 

Die Behandlung der Form des $. 26. unterscheidet sich von der 
der einfachern Ausdrücke ebenfalls nur hinsichtlich der unmittelbar 
hervortretenden allgemeinen Gleichungen. Da die Operation, wel- 
cher sie, wegen der .darin enthaltenen unbestimmten Integral- Aus- 
drücke, unterworfen werden muss, bevor zur Integration geschritten 
werden kann, der des zuletzt betrachteten Falles vollkommen ana- 
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log ist; so würde eine besondere Betrachtung dieser Form überflüs- 
sig. seyn. 


. 54. 

Ist die Grösse 7, welche, vonx=a bis «—>, ein Maximum 
oder ein Minimum seyn soll, durch eine Differenzialgleichung von 
der Form U 

dr dr. a ee dy ie | a 

‚rl? dx ’ dein. aa dx?’ Kur dem (7) 
gegeben, so hat man, so fern y 2 gefragte Funktion von x reprä- 
sentirt, ebenfalls 

j DPF 
sowohl für das Maximum, als das Minimum, und 
027 — o für das Maximum, und => o für das Minimum, a 
Nun ist, nach 6. 27, 


T 


I. UEINAr Ne | r 
ae er al xde 


jazp: 
das Integral vn v=absce=b er wo Ä bestimmt wird 
durch die he Fon a 
”: r : 
1. d’AY 
le al De ee 0 (I) 


und | 
r T dy 


ist; wie auch die x Constanten den daselbst nahmhaft gemachten Be- 


dingungen gemäss bestimmt werden müssen, } 


/ 
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Transformirt man daher den Ausdruck / xdx nach der vorbe- 
schriebenen Methode, so erhält man als allgemeine Gleichung des 
Maximums oder Minimums 


n ' dx! 
und als a IT 


ar— tg om 


r x r I 
en ON 'AwF: 0), Ay 2m IA ,,,... z I Yo 
Yo Sr, RN SEEN ae «rich Azm- NE 
ia lan Pol dphyaker MONATE ı. dmay, 
T- y ‘Q,.:m 
Fa 1.,m —d Anfıy_dya) 2; IN AND A Fox. Y 
ge: Fa ma Ant 


Die Pie kan (D, (ID und am) dienen zur Magura von 
EYE, &a und y und die Gleichung (IV) in Verbindung mit den oben er- 
wähnten # Bedingungen zur Bestimmung der 22 -- u Constanten. 


.&. 55. 


Um die Methode durch ein er zu erläutern, sei 7 gegeben 


durch die ar 
Fıomva) -7=0.0 


welche uns die variirte Gleichung 
| dy 2% | 


Er dx d&  . 
MAR u Vale)’ W. in 


E 


verschafft. Multiplicirt man ap, Gleichung mit A Und transformirt 
solche, so kommt 


3 
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f y ale NV; re) et de + I ee Tin de — det PC. 


Setzt man nun 
na" AV N dA __\ 
NG sure 1 dr Si 0, (2) 
so hat man er | | 
| dA 7-1 EN AETTE L 
5 Scale - >. 14 
vw naE” v4 dx; 
mithin 


e/ r& Fa Vi+l) an, 


Dieses vorausgesetzt, geht die ‚obige Gleichung über in 


„ dy Dy 
Bez RE Ar 
er VE) | 


das Integral von2 = a bie x —= b genommen, Zur Bestimmung der 
Constante C dient die Bemerkung, dass, da fürx = a, als gege- 
ben, 87 für eben diesen Werth von x gleich Null angesehen werden . 


kann, 
| x 87 ER 1 Bali 
Bezeichnet man ae Eye de für = a mit To, 


und für =D mit Toy; so hat man | 
[19] 
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' - C= Ts / | f | 
folglich | ® Am) 
AH + Ta — Ta) = 0, 
oder 


nd 
: x V. a * r 
| + Se 
das Integral von x = a bis x = b erstreckt. Transformirt man den 


auf der rechten Seite des Gleichheitzeichens befindlichen Ausdruck 
nach der bekannten Methode, so kommt | 


we 


RT en 1 
Aa) ev’ d. 


| d 
Asa — A „a "ar Em 


ZI 


das Integral von x — a bis x — 5 genommen. | 
Hieraus ergiebt,, sich als allgemeine Gleichung des Maximums oder 


oa öy (2) 


Minimums 


arniE % 
1% 


! 
(A 
U et RN 


und als Gleichung für die Grenzen 


3705) 


’ 


AUF DIE BESTIMM. DES GRÖST. UND KLEINST. 147 


| d | d 
Ayal” a eh na, 


— —% —0, (4). 
Ian (SP) V 1+ Y 14 (%o)* a 


var. 


oder, indem man A vermittelst der obigen, aus @ entspringenden 
Gleichung eliminirt, 


ns era RR Sy BEN dx 


=D, 


wo D eine beliebige Gonstante bezeichnet. 
Um nun ferner aus dieser Gleichung UV zu eliminiren, wollen wir 
sie unter die Form 


fer vH) I de—LogV ı+ +) 2) +Logar” } I — Log D 


stellen und differenziren, ‚wodurch entsteht 
= ae d? > | 
nal" VirE) a x + BIH + Ba V=o. 


Verbindet man diese Gleichung mit a so erhält man 


7, Et N 


en 
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Substituirt man nun diesen Werth von 7 in (1), so erhält man eine 


Differenzial- Gleichung zwischen x und y. Damit die Resultante unter 
einer bequemern Gestalt anne ie wollen wir 


d’y 
NS a SIR BE BEL: 
dz | RE 


setzen. Alsdann geht 7 über in 
d 
ht} 
REES dy\? af, „fan 
| Ur ode a .- (2) red dr k +3 (2) } 


und die Gleichung (1), nach der Substitution dieser Werthe, in 


ae Hz) pas ra (ar Hy 


mithin 


ö td r R 
| en 71 Ber 5 
oder in “ wi ER 
i iy d 

ud. 3% a [14 (8) ip u +37 ( en 
Kae a er er 

ten) aut: Zu (%) F 
von der das Integral 

LERNT Bi line 


Ve 


ist, wO 3 eine "beliebige Coästänte bezeichnet. Löst man diese 
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Gleichung in Beziehung auf & auf, so he 
fi 7 Gy "Yet , nn 


folglich, diese mit 


d’y 
de=— = 
| 2 
verbindend, Kl 
d’y 
| EN ie San Ra 
de = — dy .(&)°) "in V n-1] yo (a4 “ren .*) 
7 no® I 7 us Y 
und 
d’y 2 


en dy 


| a nfı4 EYeY rt (er6 i 


Integrirt man die beiden letzten RI so erlangt man 


ee Man 
ERS ny, ei 2) | 
d 3 


I? 


N 1 f A BA Zei 
RTL RIND a + EN Ber. 


und endlich, indem man aus . 


150 KAP. II ANWEND. DER VARIAT.-RECHNUNG 


£ eliminırt, 


7 


"$. 56. 
Nach diesen einfachern Betrachtungen wollen wir jetzt die Aufga- 
ın ‚grösserer Allgemeinheit vornelumen. 
Es sei 
Bra Wix 


und 


al Hasysger d’y ‚d"y da d’z drz de dee dee dudn d din N | 
dx’ de? dr” da dx? de m da’ da?’ dx daB” rix’dz® dad ” 
wo x» als absolut-, und Vz SE As. Aranadlach independent von 
einander, als relativ-unabhängig betrachtet werden. Verlangt werden 
solche Relätionen für y,z, £#, u... und solche Grenzwerthe, z und 2, 
für x, das 7, mit Berücksichtigung der vorhandenen Bedingungs- 
gleichungen hinsichtlich der Grenzen, ‚ein Maximum oder ein Mini- 
mum werde, | 
Es mögen y, 2,2, u... die gesuchten Funktionen von x, a 
und 5 die gefragten Grenzwerthe für x, und 7 selbst den correspon- 
direnden Werth von 77 bezeichnen; 7, repräsentire den Werth von 
Y, welcher entsteht, wenn man + köx, y+Ady, 2+ kdz, t--kdr, 
ut köu ‚.. an die Stelle von x, Yı zulalhi.y substituirt, w6 man 


sich, der grössern Allgemeinheit wegen, unter dy, dz, dt... die 
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Formen un: ßYF, (X) > var @) 2 BRDNeN kann, Alsdann 


hat man 
Fey = Ber für das. Maximum, und = ” für dakı mat) 
“ folglich, da 


Vom HU HT Par BR MYL. 


— 
ist, 


2. y Rr , Zur RO 
Kr — 27H 723° BETTER “PH... 
= o für das Maximum, und >> o für das Minimum, 


wie klein auch k, positiv oder negativ, und welche Formen auch für 
dx, dy, dz, dt, du... genommen werden. | | 
Da aber der Betrag dieser Reihe für k = o verschwindet, so 
kann diese Grösse so klein gedacht werden, dass das Zeichen des- 
selben bloss von dem des ersten Gliedes abhängig werde; und da 
dieses mit k von Zeichen verändert, so kann offenbar der obigen 
Forderung nicht genügt werden, wofern nicht, sowohl für das Maxi- 
mum, als das Minimum, unabhängig von dx, dy, dz, dt, du. ... 
| eV’ =o 
ist. Dieses vorausgesetzt, reducirt sich die Pe Bedingung 
auf | 
Fe uhr SA BEER 
lg für das RE und —— o für das Minimum, 
unabhängig von A, dx, dy, dz, di, du.... Da diese Grösse eben- 


falls für k = o verschwindet; so hat man hier, wie zuvor, 
027 — o für das Maximum, und — 6 für das Minimum, 


»r+. 


TEREREN 


ie von dx, dy, dz, dt, du u. s, w. 
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> 57. 
Setzt man nun in der ölkichang 
sl =e | 
für $7 den $. 23 entwickelten Werth; so erhält man auf der linken 
Seite des Gleichheitzeichens eine Form, in welcher die Glieder theils 
mit dem Integrationszeichen behaftet, theils von demselben befreit - 
sind. Der Kürze wegen wollen wir diese Gleichung durch | 


SRONETER 99 (add f 9 (&) ud S®@ EN 
Ho) Een 


€ Mi ale) (u) | 
a. Wo de 
| RR | | 
darstellen, welche, indem ‚man die Integrale von 2 — = aebs. cc —=b 


erstreckt, unahhängig von jeder besondern Form für 0% ,‚OV» 102 45, 


jedoch rücksichtlich der ‚Bedingungen für die Grenzen ‚statt finder. 
Wie auch diese Bedingungen lauten mögen, werden dennoch, da 


dx, dy. dz u, s. w. als denselben genügend angesehen werden, die | 
- Formen | 2 


x 2 (©) {@ — @). md} 3 er 
HL te a.a nt LER 
+” 9 {@ — de — Hy 
3 +f° ) ea). Dt 
du +” @) {& — 0). — Hyrt" 


us w 


” 
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wo unter So): % N), f?a) ..., ganz beliebige, jedoch und 
(c—b) ut als Divisoren enthaltende Funktionen von x, und unter 
0, e, ©, e” «+ , beliebige positive Zahlen gedacht werden, eben die- 
sen in sungen entsprechen, weil diese Formen sich, für —=« und 
zb, auf dx, dy, dz, dt, du... . jene Bedingungen erfüllend, reduci- 

. ren. Substituirt man daher diese Formen anstaıt Or, dy; d2.:’.ın 
der Gleichung (#), und zieht diese von der resultirenden ang 
ab; so erhält man 


SO" IR. + rap refeneny Ri a 
LO er det f Te Vaf@—ae-n} ar 


u. 8 w. 

TE 
die Integrale von x = a bie x = b genommen. Da die Grössen 
Ra), fx), FOR) . ‚als vollkommen unabhängig von einander 


gedacht. werden, so hat man einzeln 


SED @ Ie-ae-af”" 2, 
| S 29) Pi (&) {ae} EN 


g" 


S NN (ea) an = 0, 


SR” () ne "ir = 0, 


u.5 W. ” ] 
die Tall von. ebsa 2 eretreökt; welche Gleichungen 
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also nah von fa), fr (u FAIWLO . und. un- 


abhängig von den etwaigen Bedingungsgleichungen für die Grenzen 
statt finden. Auf eine, der obigen ganz ähnliche Weise lässt sich 
‚zeigen, dass diese Gleichungen nicht statt haben können, wenn nicht 
die Grössen @ VA). (x), ” (2), @) ... identisch gleich 
Null sind. 

Wie daher auch ‚die Baiineanken hinsichtlich ‚der Grenzen be- 
schaffen seyn mögen, so zerfällt, wofern nur Eee "unabhän- 
eig von einander sind, die Gleichung (#), :unter allen Umständen, 
erstlich in. die allgemeinen Gleichungen des Maximums oder Mini- 
mums | 
oA ER, gr (2) = 0, 2 (x) = 0, w8, W.; 
und. zweitens in die Gleichung für die Grenzen 


OH +ER + H+aD +... + Wadb .\ 


(2) (2) (2), \_ 
2. N EB ER IE iur 
a an ern da.) % 


Setzt man ‘endlich anstatt dieser abgekürzten Bezeichnung die 
Symbole des. $:22; so erlangt man als allgemeine Gleichnngen des 
Maximums .oder Minimums 


er 
He zZ 
Sr a0 
Tr 


hf 
r ER ; r ; 
de Sr 


u. Ss. W. 


und als Grenzgleichung 
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3 
+3YV a) * ee Yo, Bye Pr: rk 4° 3 ar AN _ ar Ra „dr ya) m 
} db": ar db"? 'db® RT dbt3 +am EN Ya) 
| SE Mk 
TR: hr T 1 Tr A y T kiBE RORTE ! 
N MHZ) (320,2 22, d?%ze) 3.02 __dU3Z de1dz,, 
za) SZ We 2) ze m 
0 dor Bar + ah Fi ee | # ders nk) dörı Le) 
near, a ART And ap-1? 
+3 "8 a Mrd > DIR Ba Po en. EN 2) P 
re abr3 “top Lo) 
r Be Tr | 
..g dr- Hl) Mug2. g...d"aAU:y. d23u 93.4 dr3U dr!zy 
“HIUG) I Be RN I re Er 
| sl dor LER % Ar db"? 4 db: + d2"3 TR dört (2) 
u. s W, y | | 
T 
ee: Yu  yajasn n Er en d’ ya md! EI dr : IT eyaym 
Ha dan 7 dam das + gas dam am. 


r Die r r 
Ei ee ein Ada. ‚n DRS AR BZ) rd ra | 
da’? da‘ dam tn? ara dan AD 


RN r Tr 
3 np 0 (rn) deu 1)2* Pz; d’ ud I) d’ Buua. ara d’ 37, „dPt} 8E() 1% 
En (1) + r-I. zu — T-2 2 7. r Era te er 
dar! de da da da! 3 damı) 2 


r ee ; 
15.00 any (rn) Aucnm.g__ H® 12 U) d? drdunns.. Is _IW3Urn) JE der) q 


N BEA Dar, datt ee ; r dar? dam. are da1: be 
Er 8. W. | 
Be pen 05 — Wi da 
ea, an 
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LBEADE | | | 

= ‚In Beziehung auf die Gleichungen (1.} fällt zu bemerken, dass es. 
deren stets so viele geben wird, als relativ-unabhängige Grössen in 
7P vorhanden sind, Betrachten wir die Ordnungszahlen- der höch- 
sten Differenzial-Verh hältnisse, in 77 enthalten, m, n, ps» 9..., alle 
als verschieden von einander, und, z, B, g als die grösste, so wird, im 
Allgemeinen, die erste Differenzialgleichung von der (m -+ gJten, die 
zweite von der (n-Fgjten, die dritte von der (p-+g)ten, die vierte von 
. der 2gten Ordnung seyn, u. s.w. Die Anzahl der Constanten, welche 
die gesuchten primitiven Gleichungen zusammen enthalten werden, 
wird demnach, so fern ausser y, 2, £ und x keine andere relativ-un- 
‚abhängige Grössen. vorhanden sind, (m r-FP-+5 g) seyn. Um sich 
"hiervon klar zu überzeugen, braucht man nur zu überlegen, dass aus 
den vier Gleichungen (I), welche y, z, £ und x zugleich enthalten, 
Behuf der Integration, vermittelst Dilferenziation und Elimination, 
vier andere abgeleitet werden können, von denen jede nur Eine die- 
- ser Grössen enthält, und welche daher alle von höhern Ordnungen, 
als die vorgegebenen seyn werden. Nehmen wir nun an, dass die 
Differenzialgleichung für y von der uten, die für z von ‘der yon, die 
für £ von der ten, die für g von der pten Ordnung sei; so werden 
die primitiven Gleichungen zusammen anfänglich (x +r+7-+0 Con- 
stanten enthalten. Da aber zugleich {pr (mM) Gleichungen aus 
der ersten, {v— (tn! Gleichungen’ aus der zweiten, Tr— (p FD} 
Gleichungen aus der dritten, und (e — 29) Gleichungen aus der vier- 
ten, also zusammen 1#-+rt+a-e) — (m+n+-p+5g9)} ausser den 
gegeben vorhanden sind, denen Genüge geschehen muss; so werden 
dadurch eben so viele der Constanten bestimmt werden, "mithin nur . 


"(m Ar n ® pP 59) beliebig bleiben. 


\» 
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Was die Grenzgleichung (II) anbelangt, so leuchtet es ein, dass 
dieselbe, wie auch die Bedingungen für die Grenzen beschaffen seyn 
mögen, unter Berücksichtigung der Variation von x, stets auf a(m + 
n-+-p--g-+-1) andere zurückkommen wird, Denkt man sich daher 
in diesen anstatt y,z,t und z die aus (7), in x und jenen (m-n-- 
p--59) beliebigen Constanten, gefundenen \Verthe substituirt; so 


wird man 2(m-+- n+p-+9- 1) Gleichungen zwischen diesen Constan- 


ten und den beiden für x zu bestimmenden Grenzwerthen a und 2, 
also zwischen (mn --p-+5g--2) unbekannten Grössen haben, durch 
welche eben so viele derselben bestimmt, und folglich (897—-m—n—p) 


 aubestimmt bleiben werden. Die oben aufgestellte Frage wird daher, 


allgemein zu reden, keiner bestimmten Beantwortung fähig seyn, eben 
weil ihr, so lange nicht die, zur Bestimmung der (87 —m—n—p) 
Constanten, nöthigen Bedingungen hinzugefügt werden, die erforder- 
liche Bestimmtheit fehlt. Zugleich sieht man aber, dass die Unbe- 
stimmtheit wegfällt, wenn dg—m—n—p) = 0, d.h. Man D—g 


st, weil alsdann die Anzahl der Gleichungen der Anzahl der Unbe- 


kannten gleich ist, Wiewohl_nun in allen übrigen Fällen die Auf- 
gabe, im eigentlichsten Sinne, eine unbestimmte zu nennen ist, SO 
verhindert dieses dennoch keinesweges, die allgemeine Form des vo- 
rigen $'s [estzuhalten, so fern man sich dieselbe nur von den, zur 
Bestimmung jener beliebigen Constänten, erforderlichen Bedingungs- 
gleichungen begleitet denkt. Im Uebrigen gelten die $. 45 gemach- 
ten Bemerkungen auch hier in ilırem ganzen Umfange. | 
‚Sind nun die Grössen 23 Ya, u.,« und deren Difkeranein]. 
Coefhicienten durch keine anderweitigen Bedingungen irgend einer Art 
mit einander verbunden, so lässt sich auf eine, der obigen ganz ähn- 
liche Weise zeigen, dass die Gleichung (7) nicht statt finden kann, 


[4 


ı:58 KAP. IL ANWEND. DER VARIAT. „RECHNUNG 


wenn sie nicht Glied für Glied statt findet, In diesem’ Falle erhält 
man also dieve(m-n-+p-Hg-+ nr) Gleichungen unmittelbar, wenn 
man die 'Coellicienten’ der Variationen einzeln gleich Null setzt. „ 

Sind aber mit, Beziehung auf die Grenzen die Bedingungsglei- 


= 


IE) Ze z IF 0, Im ah PER we ir 0 


‘chungen 


gegeben, so wird man Yan die varjirten Glaaikeen! En 
°H vo 0, Wa — 0, IP —=o... 370 —o - 


ableiten, und, nachlem man jede mit einem. a Factor 
multiplicirt hat, zu der Grenzgleichung (/7) hinzu addiren können, 
Die Coefhicienten der Variationen in der Resultante, einzeln gleich 
Null gesetzt, werden e(n-—n-+-p-4-g-4-ı) Gleichungen verschaffen, aus‘ 
denen sich, in Verein mit den r gegebenen, nach der Elimination ‚je- 


-.. 


ner Factoren, eben so viele Constanten werden bestimmen lassen, 
Was endlich das Criterium f 
2 vr ee o für das. Maximum, und —— o für das en 


unabhängig von Öx, ey 0% dt  ... anbelangt, so ist bier auf eine, 
der vorigen VOnnOun N analoge Weise zu verilalıren, 


8. 59. 


Es sei, zur Erläuterung der Methode, SE 
f l fr 2 dz \® 
FE = Ida (2 ) 
Veriad)ethig 


das Integral von x = a bis — b genommen, welche Form der Be- 


dinzung Mmaenzpsg entspricht. Alsdann ist 
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dy diy dz ddz 


wm TZORCee BAR EY, da Aevfe (+ | ei \ | 


vonxc=a "bis = 4 erstrekt. 
Da nun 
"3 \ ee; 


dy dıy | | .dy 


Ye Br a a de 
ray“ Maamer" 


fe vie 5 ar" 


und \ 
m‘ dedz Ar u 
aaa) va)” 
NN NR N 
fa BR ME mw d2 
| z NM “ Mh 


‚ist; so hat man 


R | | a er 
7 ae) Jr) Yan A Ka Au) I 


% 
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eo eg En | 
Tr) 3: =” Werzee t RN gen) + wir“ 
dya) Ar ne 
en 


"VlH + (Ka) + \ Ze ir [co +) u 
yR vie+( Fi (ze) +) 120 - — Vi ni (4) +@2)}: }ie 


die Integrale von x = a bis x = erstreckt. 


Die allgemeinen Gleichungen des Maximums oder Minimums 
“sind demnach 


dy \ Ä dz 
aa ni oh ai 
WER AUS OT TR 
ver +@ 2) +) h v lie Ha) I 
welche, indem man sie integrirt, 
dy | f Ä dz e 
de Re. dz 2 
: dy\2 , 7/de\? TR ; dy 2 Vz =.0s 
ver +) } en vr +(%) +) } - 
mithin N kan el 
i dry .unade 


geben, Sebstitnirt man diese Relation in dan beiden vorigen ir 
chungen, so kommt - 
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Le OL „BL ERERIRCH U) Ba 1 SE ERRARE 
delta? me de 7 Y(ı—e?—ß”)’ 
folglich, indem man intogrirt, | | | 
le ep 
wo u, £, y, e beliebige Constanten bezeichnen, 
Substistuirt man diese Werthe von y und z in dem Yon dem In- 
tegrations-Zeichen hr Theil yon 7, so erhält man als Grenz- 


gleichung 


an + Biz — eye) — Ada nr De a ne? 
Sind nun keine anderweitigen Bedingungen für die Grenzen ge- 
geben, sondern werden unter allen Relationen zwischen y, z und x,» 
‘“ und unter allen Grenzwerthen für x, solche gefragt, die 7 zu einem 
Maximum oder Minimum machen; so sind ya, dza., db; Yan dam, 
da als ganz beliebige, von einander unabhängige Grössen zu betrach- 
ten, und man hat: alsdann - 


' 


| n 5 
& ET Mas. R 

die auf ı = o führen, welches zeigt, dass es in dem so eben ausge- 
sprochenen Sinne weder ein Maximum.noch ein Minimum giebt. 

Sind hingegen yas 2a D5 Yıry Zu, a bestimmt und gegeben, so 

dass unter‘allen Relationen zwischen y.» z und x, welche, für —a 

und =b, für y und z dieselben gegebenen Werthe liefern, diejeni- 

gen gefragt werden, welche 7 = fWäx, das Integral von x=a bis 

= erstreckt, zu einem Maximum oder Minimum machen; so sind 

offenbar die Variationen jener Grössen einzeln gleich Null, Die 
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Grenzgleichung findet alsdann von selbst statt, und die vier Constan- 
ten a, ß, y, sg müssen durch jene für ya» 25 Yin» Zn gegebenen, 
‚x=a und Kam entsprechenden Werthe bestimmt: werden. 
Lauten die Bedingungen anders, so wird rücksichtlich. dieser nach 
der oben dargestellten Methode zu verfahren seyn; 
Endlich, da 
h a 20 2 dz dY an dy d?z]z 
Ä =) nn “a H 3: de dx 1} 
A\y RK Fraensirastım 


un FRRETE NEIN Kor 
KL 


+ (2) “ar 2 
feel HH] 


ist, und die Radical- Grösse als Dose gedacht Mar sp ist es ein- 
leuchtend, ‚das Y ein Minimum seyn wird. ; 
| 12.8 00, 

Legt man sich die geometrische Aufgabe vor: Die kürzeste Linie 
zwischen. gegebenen Grenzen zu finden; so gelangt man zu densel- 
ben Formeln. Denn are man die Coordinaten durch x, Y:2 
von denen y und z als Funktionen von & betrachtet werden, und die 
Länge des Bogens durch E;, so hat man bekanntlich » 


MAR EWERRECHNE 


welcher Ausdruck also, innerhalb der Eat Grenzen genommen, 
ein Minimum seyn: muss. 
Dem obigen Calcül gemäss ist 


24 


„ab 


Ve) ne 


woraus hervorgeht, dass die gesuchte Linie eine gerade ist. 


2 


f 
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ı) Wird nun die kürzeste Linie zwischen zwei gegebenen Punk- 
ten gesucht; so sind die sechs Coordinaten der beiden Endpunkte 
a, Ya 26)5 Ds Ya)» Ze, bekannt, und die obigen Constanteu derge- 
stalt zu bestimmen, dass die Linie durch diese beiden Punkte gehe. 

2) Wird aber die kürzeste Linie zwischen einem Punkte und ei- 
ner andern Linie gefragt, gegeben durch die Coordinaten 2, Yo Zus 
und die Gleichungen 


ade mo, Yan) 


so haben die beiden Linien, repräsentirt durch die zwei Systeme von 


„Gleichungen 


mx, yy, 22; xt köx, und, so fern —ryey HRys—ehid 
erstlich Hgg Gleichungen 
1 | z=a,y=YW- 2= 205 
und zweitens den Gleichungen 
| =b, 0%) ER )=o 


zu genügen, und zwar unabhängig von. k. 
Aus der ersten Bedingung entspringt 


de=0o,dyyw=0.,dyu=0,.() 


‚ und aus_der zweiten, indem man, für e=2, y und z mit ya; 2.) be- 


zeichnet, 


He) Yalyyy +.) We 


rei dz; d2(2) 3% Er (Fe) BR EN 


22), ‘ (2) 


DR, .51,9.134.) 
J 
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Von einer andern Seite ist aber, da | 
2 en Ban 
RT | 9) (24 y) Tors Ya) (©, 2) =,0: 


in Besiehäing auf x identisch ir, 


dOre des Ya | ers) IP. 6) 5 > 
(re ee 
dy 2) x 


Verbindet man diese ee mit a vorigen, so erlangt 
man die einfachern \ 


“ (ren u. Yon 32 ie ya Ei : ; 
\(27) 


En rar 3) db Eu 2.4, = O0, | 


Eliminirt man nun ferner vermittelst der fünf Gleichungen en 
"und (77) die Variationen da, Oya)s dzn; d öY Gr ray um ein allgemei- 
neres Resultat zu erhalten, aus dem von dem Integrätions- Zeichen 
befreiten Theile von 077 des vorigen 95; so erhält man als Grenz- 
gleichung 


ht dyeay' Ye) 62:2) dz.) al % 
a an 


durch welche, nn ru mit den fünf für die Grenzen gegebe- 
‚nen, und den vier, aus den Gleichungen der gefundenen Linie, für 
die Grenzen abgeleiteten, die zehn Grössen 2, Y(ys 2n5 b, Nas A; | 
a, 8, 9, .s bestimmt sind. 

Um sich die geometrische Beziehung letzterer Gleichung zu ver- 
deutlichen, braucht man nur zu En dass die Gleichungen - 


ro y x mn 2m BEN PR 


r 


wo 
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d dy'a} dei 


PB, 1% und y-als constant "angesehen werden, eine gerade 


- Linie Fepräsentiren, welche die gesuchte Curve in dem Punkte, 


dessen Abcisse gleich 2 ist, berührt; ferner, dass, auf dieselbe \WVeise, 
die Gleichungen 


ü a | 2 
2 bar = dyca) # d27>) j 
A Tee IRA 


eine Gerade darstellen, welche die Grenzlinie in einem Punkte be- 


rührt, dessen Abcisse gleich L ist; endlich dass von dem Winkel, den 


zwei Linien, durch obige Gleichungen gegeben, mit einander bilden, 
der Cosinus gleich | : 


dy = Ayen dz nz 20 5 
Eon dB eiphy: 


vl: e" + (2) Sen Wr + (de) (2) Ey 


ist. Da nun, der in Rede stehenden Gleichung zufolge, der Zähler 


dieses Bruches gleich Null ist; so wird der Cosinus jenes Winkels 
gleich Null und der Winkel selbst gleich 90° seyn. Hieraus ergiebt 
sich also der allgemeine Satz, dass die kürzeste Eihie, welche zwi-: 
schen einem gegebenen Punkte und einer gegebenen Linie gezogen 
werden kann, diese Linie unter einem rechten Winkel schneidet. 

3) Wird die kürzeste Linie zwischen zwei andern Linien gefor- 
dert, gegeben durch die Gleichungen 

RB N=, nm do; 
On) (& y) =.0, Ya) (X 2) 0: | 

ron denen die beiden ersten sich auf die erste, die beiden letzten 
hingegen sich auf die letzte Grenze beziehen: so haben die beiden 


Linien, EEPIARFAULL durch die zwei Systeme von Gleichungen 
a re 
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c—=x—- kox, und, so fern x =x,. Yık kay. PaAE ho2, 


für x=a a Gleichungen 


Y 
Pr (X; N ee AR N SEN EN 


ir Di | B: 
= 0 ——E „a — or E 
KTiyaza yet Ye Ve 
und für x = b den Gleichungen Ä BAR 
ae am d)= 
— ——- ı In 2 = ———-——cH4: 
y= ya N aa te | 
unabhängig von k, zu genügen. Auf eine, der obigen ganz Ähnliche \ 
Weise 'ergeben. sich BISEANB,. 


AD ) 3 = Y0= Burst 


vi dazu) __ 


ME == da + lan =o, 
a db -- Ya = 0, 


en an | N 32 ER = ER 


u, man nun en t al Nilchiegen die Variationen 
er. ER On On. ©z..,, um ein allgemeineres Resultat zu erhalten, aus 
dem von dem Integrations-Zeichen befreiten Theile von $77 des vo- 
- rigen 6's; so kommt die Grenzgleichung auf 


ya I 1 Zfı 
ee dyı ann deu BE an 


r 4 dy:2) &x = + ee da 


. 
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zurück, aus denen hervorgeht, . dass die gesuchte Linie die beiden 
Grenzlinien unter rechten Winkeln schneiden muss,- Da nun die ge- 
suchte Linie eine gerade ist; so haben wir den Satz, dass die kürze- 
ste Linie, die zwischen zwei gegebenen Linien gezogen werden kann, 
eine gerade ist, welche diese unter rechten Winkeln durchscneidet, 
Uebrigens sieht”man leicht, dass durch die zwei zuletzt gewon- 


nenen Gleichungen, in Verbindung 'mit den acht obigen, die sechs 


Coordinaten der beiden rind kan und die vier Constanten bestimmt 


sind. ? | 
4) Wird die kürzeste Linie zwischen- einer andern Linie und 


einer Oberfläche gesucht, von denen die erstere durch die Glei- 


chungen 
7 P 3 a. 
ange 9. Nm. Fy@&2)= 
und die letztere durch die Gleichung \ 
Vo) (& Y. I. = 


gegeben ist; so haben jene Systeme für =a den Gleichungen 


9 (2 7) =0, Va) (X 2) m 20 


En YVlıı—a?— + Yr rag Y (i—2?—ß°) ande 
und für =D den Gleichungen 


2 2 
Ya) (@ J»2) = 0.» 


Nee, a 
ze V (1 -a?—ß?) x + Y: ee Bl a ) ce 
zu entsprechen, Aus den ersten ergeben sich, wie vorhin, 
| Ya dya | © 
(ei) dat +0 me (T) 


’ dz 1 ER X 
er ) da —. d2.n 3:05 .(2) 


da da 
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“und aus den letzten entspringt zunächst 


dry (a) AV oo, dr ei RR D 2 dp 
do Me yo H 
ir db 2 )+ dyea) ur \ da) Ya) dzg) 


—=.’,..8). | 

"Da ferner, unter diesen Umständen, die beiden Grenzen voll- 
kommen unabhängig von einander sind; so Mat allgemeine 
Gleichung für dieselben in | 


dy 1 dz (X) d i) d I 
de ot da orte ) 4 nl ae (a) 


& on es dat fi > ee) pe $) \ ob=o. ©) 


Eliminirt man nun dyays dzu, zwischen den Gleichungen (ı ); @). 
(4); so erhält man die Gleichung 


Ö N fe) I ER I dz I (1 
s rt - Er Iu.di Lo, 


elehe. zeigt, dass die gesuchte Linie die Grenzlinie unter einem 
rechten Winkel schreiden muss. | 
Eliminirt man 6 zwischen (3) und (5),-so Berkälle: die Bekulante, 
da ey: @) und d2., unabhängig von einander bleiben, in 


ee) ee Hes-E- 


UN Aycay de) 


( a ( ats Ha =) He Hz N kr: dee, 


ne 


welche offönbär'zu den einfachern _ 
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| zz dyeey | 


N TEN IS. 0, 
yo) dd db . 
i de, IV, d2.ay Di 
Fu x dE )db rn 
führen. : er ? 


Um sich die ee Beziehung dieser Gleichungen zu ver- 
deutlichen, braucht man nur zu überlegen, dass 


- IV dY,, [SZ 
(®)* er *F ( TAT 


die Gleichung einer Ebene ist, welche die Fläche, repräsentit durch 
die Gleichung 


\ Ya) (&5 Y 2) ea 

in einem Punkte berührt, dessen Coordinaten VE Yınys 2ua) sind.  Ei- 
minirt man aus dieser I IHNDE vermittelst der beiden vorhergehen- 
ZEN 
dze), 


-den die Glbssen (9 )) ( ; so entsteht die Gleichung 
dy(a) 


(Ta ar ga orte 
re rg, Ikar 2 Hr Hs = O5, 


‚dd 


= 


welche Re eine! Ebene. KB senkrecht auf einer gera- 
den Linie, deren Gleichungen 


las3 an | ' dzey ,- 

= 2 tR, 2 ea 2 

sind. Da nun diese zugleich die Gleichungen einer Geraden sind, 
welche ‘die gesuchte Curve in dem Punkte, dessen Coordinaten 5, 
Ya)» Zu) Sind, berührt; so drücken die beiden obigen Gleichungen 


[22 ] 
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‚aus, ‚dass die HEROR Linie die Grenafläche unter einen rechten 
Winkel schneiden muss. | | | 

Das Resultat ist daher, dass die kürzt Linie, welche zwischen 
einer andern Linie und einer Fläche gezogen werden kann, eine ge- 
rade ist, die beide senkrecht schneidet. 

Uebrigens ist es einleuchtend, dass jene drei Grenzpleidhähten 
in Verbindung mit den drei gegebenen, und den vier aus der gesuch- 
ten Linie abgeleiteten, zur Bestihttaune der ER zehn Grössen 
hinreichen, | 

5) Wird endlich die kürzeste Linie zwischen zwei Flächen ge- 
fordert, welche durch die Gleichungen vr: 


| ty & 2 = 0.0» Ya (2) = 05 (0) 
gegeben sind; so haben. die beiden, oben näher bezeichneten Syste- 
me von Gleichungen, für —=a, die Gleichung (1). nebst’ denen der. 
gesuchten Linie, und für =D, ebenfalls diese nebst der ‚Gleichung 
(2) zu erfüllen. Auf eine, der vorigen vollkommen ähnliche Weise 
IGEbeR sich hieraus die Grenzgleichungen | 


vos en ee 
WE 
RE = dei, 


aus welchen, in Verbindung mit den sechs oben erwähnten, jene zehn 
Grössen zu bestimmen sind, und zugleich hervorgeht, dass die kürze- 
ste Linie, die zwischen zwei Flächen BeROBER kelen kann, beide 
senkrecht:schneidet. x 8 
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S4 61, 


Bis hiezu betrachteten wir die relativ-unabhängigen Grössen y, z, 
t, u. „. als unabhängig von einander. Inzwischen ist auch der Fall 
denkbar, dass zwischen diesen Grössen eine oder Mole, Gleichun- 
gen vorhanden seien. - 

Es sei, wie vorhin, 


RD Hay 4 d’ RE dy, dz d’z s dis de de i dPe du d’u d din bh 

/ 4x’ dx 5 1,m’da’ da? dx n? ’da’ de®” dr 1,p rda’da® 149 
und 

Y 2 rWar, 

das Integral von x —=a bis & = b genommen, die Grösse, in Be- 
ziehung auf welche das rar oder das Natalie: gefragt wird; 
ERERICH sei | 

e PEN Lihz= 0 
eine der gegebenen Gleichungen, - denen die gesuchten Funktionen, 
“ unabhängig von jedem besondern Werthe von x, zu genügen haben. 
Ist diese eine primitive, also von der Form i r | 


0 y 2b Uu...)=0, 


so würde 'man allerdings damit anfangen können, vermittelst dieser 
Gleichung eine jener Grössen aus 77 zu 'eliminiren, Indess ist es 
einleuchtend, dass, wenn wir durch Ys 2, it; u... die Funktionen 
bezeichnen, welche der Gleichung genügen, y-+ köys2-t köz, t-+-köt, 
uthdu..., so fern sie als Repräsentanten derjenigen Funktionen 
dienen sollen, von denen hier die Rede ist, derselben ebenfalls ent- 
sprechen müssen. 
Dieses führt also zu der Yatlirten Kr 
| o‘L= 
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kei (&) + (2) 34 (2) 804 (& N +, ih: 


wölches statt findet, es sei auf die Variation von x Rücksicht genom- 
meh werde, oder nicht, In der T'hat, es ist, unter Rn EST ICUHEUSE 
der Variation von x, u 


2 (EEE TE Re ee Ir 


Hrn 


Da aber die Gleichung - 


| Ä f a) 
in Beziehung auf x als Bee wird, so hat man 
dZ dIx de di du M | 
(5) Hs (7) 4 dx he + (a) dx 3 (DE ER nr 
folglich BE Er © 
TER: RD AEr at 
= ($ =) dr Aa, + (57) ea... 


Setzt man nun, der obigen aba Bezeichnung. gemäss, 
or =foyg®% a)da-+fdzo Sad flug Ywdefbuo ade. +AN-D:2),; 


die Integrale von a =a bis N so erlangt man die 
Gleichung | 


Sir @detfd: RUN U AR +0B-Qu=0, 
aus welcher man, vermittelst eI.=o, eine von den sich unter dem Intasi 


grations-Zeichen befindenden Variationen sogleich wird eliminiren kön- 
nen. Ferner, da die Gleichung dZ = o in Beziehung auf x identisch 


Er 


ist, so wird man sich durch wiederholte Differenziation die nöthigen 


pr 


AUF DIE BESTIMM. DES GRÖST. UND KEEINST. 1735 
Gleichungen verschaffen, um auch jene Variation aus dem, von dem 
Integrations-Zeichen befreiten Theile des obigen Ausdrucks zu elimi- 
'niren, Die resultirende ‚Gleichung, . welche freilich noch die Grösse 
selbst, deren Variation eliminirt worden ist, nebst deren Differenzial- 
Coefhicienten enthält, nach der obigen Methode behandelt, wird, in 
"Verbindung mit der gegebenen Z = o, die zur Bestimmung der 
fraglichen Grössen erforderliche Anzahl Gleichungen darbiethen. 

Es sei z. B. u die zu eliminirende Grösse. Eliminirt man zuför- 
derst du aus dem mit dem Integrationszeichen behafteten En von 
er, vermittelst der Gleichung 


+ + har rer 


so gcht jene Gleichung über im " - 


[ ö dZ\) aLyı 
Sr ae om). &)* Ar Planen 


du/} (2) 


-L a: Z O +... 2%) — Nn=o. 


(2) 


aus welcher sich ergeben 


or 5) 3 
Br ) an 


ge 
Zone Zr. ag, 
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az, 
IR a) 1“ (m) _ 5 


en 3 


1) 
\da 
ar SW. | 
als allgemeine Gleichungen des Maximums oder Minimums; und 
g ; Me) — ON 


als Grenzgleichung. 
Um also unter diesen Umständen die allgemeinen Gleichungen 


des Maximums oder Minimums zu erhalten, braucht man nur, Ver- ee 


mittelst dZ = o, aus dem Ausdrucke 


VORHIN HMI LFI) H.. 
die Variation du zu eliminiren, und den resultirenden Ausdruck, un- 
abhängig von den zurückbleibenden Variationen, gleich Null zu 
setzen, Aber um diese Gleichungen zu gewinnen, können wir auch, 
nach Vorschrift von $. 38, die Gleichung oL= = 0, mit einem unbe- 
stimmten Factor A multiplicirt,, zu dem vorigen Ausdruck hinzuaddi- 
ren, und das Resultat, unabhängig von den Variationen, gleich Null 


setzen. Die Elimination von A zwischen diesen, unmittelbar hervor- 
tretenden, Gleichungen wird alsdann die geforderten Endgleichungen | 


verschaffen. i Ä 

Um die Grenzgleichung Od) — QAy = o von der Variation von 
u befreit zu erhalten, ist es am bequemsten, zu dem unbestimmten 
Ausdruck ‚für diese Grösse $. 23. zurück zu gehen. Da derselbe 


N du  d’)u dT!?Fu 
Us de ’ de: ’ BR drT! 


Grössen eben so viele Gleichungen erforderlich seyn, die uns aber 


die Gleichung d$L = o inAVerein mit ihren (7—1) ersten Differen- 


enthält, so werden zur Elimination dieser’ 


— 


E= 
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zialgleichungen verschaffen wird. Denken wir-uns daher, um die Lö- 
sung dieser Aufgabe auf den bekannten Mechanismus zurück zu füh- 
ren, jede dieser Gleichungen mit einem der unbestimmten Factoren 
29), 2), 29, . . 29 multiplicirt, und zu dem unbestimmten, durch 
Q Beksichnafeit; Rkihänhek ‚hinzu addirt, so wird dss Resultat, von 
x=abis =D genommen, 50 fern keine weitere Bedingungen mit 
Beziehung auf die Grenzen vorhanden sind, unabhängig von den 
darin enthaltenen Variationen gleich Null gesetzt, nach der Elimina- 
tion jener Factoren, die nöthigen Endgleichungen darbiethen. 

Uebrigens leuchtet es ein, dass, im Falle ausser der Gleichung 

L= o noch mehrere M=o, N=o,u.s. w. vorhanden seyh 
sollten, hinsichtlich jeder derselben das bisher dargestellte Verfahren 
zu beobachten seyn würde. | | 

Wird also das Maximum oder Minimum von 7 = SPdx, von 

x = abis <—=b gefordert, und sind zugleich primitive Gleichungen 
zwischen den in WU enthaltenen relativ-unabhängigen Grössen vorhan- 

‚den; so kann diese Forderung, so fern man d7 unbestimmt durch 


SH HMI + IN) + II + du a) +. +9: 
und jene Gleichungen durch | W 
DOM ADS ZEN, 


bezeichnet, al die Bedingung zurückgeführt werden ‚ dass ausser den 


Gleichungen 
Kar are Me=o.:N=o. li 
auch . a 


Al PR EROeHBu + Ha a, Me j' 
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+0+ au )y7, Ho Ar a9 — d° 2 wet: N A Pen dr9Zz 
"det! Surs 
DZ) DM er OWL SR 
+. Mt u” tu ee 


+ DON + Ge N 48 uns oL HN 


det 


u, S W, 


— 0, 


sei, von 2a bis =D genommen, und unabhängig von ji darin | 
enthaltenen Variationen. Die hieraus unmittelbar heryortrenden Glei- 
chungen nehmlich werden, nach der Elimination der unbestimmten 
 Factoren A, aA Br a, u) TERN m, De ...ın Ver- 

bindung mit den :obern, die zur Lösung des Problems erforderlichen 
 Endgleichungen darbiethen. 


Ch. 


Um diese Methode durch ein Beispiel zu erläutern, sei- 
| f , fdy\®, /da\2 
Y= I!de vi: + (2) rn » R Sa: 


L=xı + r?’+ 2? —r=o, 
Alsdann ist, mit Rücksicht auf die Variation von x, 


= 


und 


> 


Ki 
, 


sem rs Zen u )! fr: Ze +} 
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rer Vere a 
leo 


IT, 20 4 2 202==0. 
Hieraus ergiebt sich 


100 
Ay _- aa Ft ee: 0), | 
5. / dy 
ve+ +} 
er dy | 
ar i 
1 d TREE EP SR =.0 
dz\2 h 
ve: +) +) } 
folglich, indem ı man A ad 
i ..dy | dz 
“ z Be de. : dz 


M dy\®., /de\? SE ne 
Verl) Ha} Ver ++) Br 
aus welcher Gleichuite , in Verbindung mit der gegebenen, 
2? +7? 2? —r’=o, 


die geforderten Relationen bestimmt werden müssen, 
| Setzt man zu diesem Ende 


y (de? + dy? + d2?) = is, 
so geht jene Differenzial- Gleichung über in 


E23] 
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dy _ iz 30 Ba 
zd T TIER = Os (1) 


mithin, indem man integrirt 
EN ER | ds 
Da aber 


dx? d > 


- 


€ 


zdy — ydz 
Be ee pe 6 JE (2) 


dz? 


EEE 


aetm-» 
und N 

x? 4- yP’tr.urmo 
ist so hät man % an 2.6. 


ae an A + (3) 
und | | Er 
eeghghen 
mithin 
u nk 
ds. «7, 2. ds z ds’ 
und 
de ee ne N er F 
ds "ds 2:ds ds 24d8.. :ds.: 


Substituirt man diesen Werth in (3), so kommt 
de de =,daı dy dy y de | N 
nee re re 


Verbinder man diese Gleichung mit (1), so erlangt man 


Ä dx dz | 
EA 5 — xd, ar = 0, 


folglich, indem man integritt, 
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2dx Pac ads | 


| de . 
Eliminirt man ds zwischen (r) und (4), so kommt 


zdx — inde -- H (zdy — ydz); 


„mithin, indem man diese mit — multiplicirt und darauf integrirt, 


u 


KL REN 00 Pi 
FARBEN AU 7» 
-- oder 
r _B | 
x KAHRS 


aus s welcher Gleichung sich, in eating mit der ebenen 


2 a -+-y’ +2? — r’=o, 
a gesuchten Wertha für y und z in x. ergeben, 

. Legt man sich die geometrische Aufgabe vor; zwischen zweien 
auf einer Kugelfläche gegebenen Grenzen die kürzeste Linie zu fin- 
den; so gelangt man, indem man den Mittelunkt der Kugel zum An- 
fangspunkt der Coordinaten nimmt, zu denselben Gleichungen. Denn 


die Länge der Linie ist gleich S dx ze: - + (2). — +), } ER die 


Gleichung für die Kugelfläche x? + y? + 2° — r? =o. Da nun 
diese Linie, dem obigen Calcül rag durch en Gleichung in 
| Verein mit | 

N ß y+% 
bestimmt wird) und diese Gleichung eine durch den Mittelpunkt der 
Kugelfläche gelegte Ebene bezeichnet; so folgt, dass die kürzeste 
Linie auf einer Kugelfläche vermittelst des Durchschnittes dieser mit 


\ 
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einer durch deren Mittelpunkt gelegten Ebene gebildet, anithin- das 

Stück eines grössten Kreises seyn wird, | 
Was die Gleichung für die Grenzen betrifft, so ist von dieser 


schon zu oft die Rede gewesen, als dass sie noch einer fernern Er- 
läuterung bedürfen sollte. | 


$. 62. 


Ist aber die gegebene Fe x 


25 


Do 0, 


eine Dilferenzial-Gleichung, mithin Z von der Form 


rer dey dz d’z dez de der dr dud’ua du } 

er dx?" dw wre SA Be lag dx?" dxP’ dardae Fe 
so würde man, vermittelst dieser Gleichung, ebenfalls zuförderst eine - 
der Grössen, 2, B. u, nebst deren. Differenzial- Coefficienten, aus 77, 
in’ =/MWdx, eliminiren, und darauf hinsichtlich. des- resultirenden - 
Ausdruckes nach den obigen Vorschriften verfahren können. Auch 
würde man aus der gegebenen Gleichung Z-r= 6 zuerst die variirte 
Gleichung 06 = o ableiten, hieraus dw nach der früher dargestellten 
Methode U RN. diese Grösse endlich aus 37 eliminiren kön- 
nen. Inzwischen würde sowohl das eine, als das andere Verfahren zu 
sehr langweiligen und höchst beschwerlichen Vorrechnungen fül hren. 
Der Gang wird einfacher, wenn man die geforderte Elimination, an- 
statt sie auf einmal vorzunehmen, nach und nach in Ausführung 
bringt, welches den Vortheil gewährt, dass man gegen die unnöthi- 
gen Fliminationen, in welche man, wegen der mannigfaltigen Neben- 
bedingungen, deren.die Aufgabe fähig. bleibt, leicht vertalien. KRnnie, 


u 


alsdann vollkom men gesichert bleibt. 


AUF DIE BESTIMM. DES GROST. UND KLEINST, -ı8:. 

' So fern es auf die Elimination von z abgesehen ist, wird stets, 
wie auch die Nebenbedingungen "beschaffen seyn mögen, Kraft der 
Gleichung Z=o, der unter dem Integrations-Zeichen befindliche Theil. 
von ör, damit-derselbe die allgemeinen Gleichungen des Maximums 
oder Minimums, von deren Integration die Lösung der Aufgabe ab- 
hängt, unmittelbar darbiethe, frei von dw seyn müssen, ' und es wer- 
den diese Gleichungen von den Nebenbedingungen, welchen .die Auf- 
gabe unterworfen werden kann, dem Vorhergehenden nach, vollkom- 
men unabhängig seyn. Es ist daher von wesentlichem Interesse, die 
erste Sorge dahin zu wenden, vermittelst $L = o aus eo einen 

‚‘. Ausdruck abzuleiten, der dieser Bedingung entspreche. 
Es sei zu diesem, Ende 


\ IE LYIL= IE, 


wo A einen, so gleich näher zu bestimmenden Factor bezeichnet, der 
Ausdruck, welcher der besagten Bedingung genügt; alsdann 'hat man, 
da dL = olist, | | Be 2 
das Integral von x = a bis x — b erstreckt gedacht. | 
Behält man daher die vorige Bezeichnung, nur mit dem Unter: 
schiede bei, dass man die Baleahen mit Absätzen behaftet, so hat 
man | | 


) 


re foier" a eu), de federn ger ee 


- [ } | i 
RR —- ÖL \” uw “ ), + u dx fig” m, fe 


ı82 KAP. M. ANWEND. DER VARIAT.-RECHNUNG | 
von x = abis & = b genommen, wo unter (m), (n), (p); N | 
diejenigen Zahlen verstanden werden, welche die höchsten, in 7%, ent- ° 
haltenen Differenzial-Coefficienten von ya sthezeichnen, ; 
Damit nun der unter dem Integrations- Zeichen befindliche Theil 
dieses Ausdruckes von du befreit sei, muss offenbar | 


N 


32 lg mo 
? dat _ 


seyn; welche Gleichung also, da U,, Ö, ET, ‚ den Factor A ent- 
halten, zur Bestimmung dieser Grösse eine Differenzial Gleichung der 
(g)ten. Ordnung abgiebt, | 

Dieses voransgesetzt, hat man, indem man Han Werth von Q 
- kucze. — a mil. Eee und für x = b mit Q,., bezeichnet, 


| m 3 le g 3% 2. 


2) | | 
| een | 
ei aus ey de... 40808790 


S 


ee A 
die Integrale von x =abis x = b genommen; woraus sich also 
Ei r r | | 
.. £ r. 2 
Y, ab m Er, = 0; (3); 
St; 
rT T 
... £ 
ZN ch, | 
dr N 
a una 
IX ) 
7 ne ® ee Ma = 0, (5) 


det 


usw. 


_ 


um 


bestimmen, das 7=/Wdx, das Integral vn =abs« =! 
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‚als allgemeine Gleichungen des Maximums oder Minimums, und 


Le) — In = 0 (5) 
als Grenzgleichung ergeben, aus denen, in Yerbindung mit (1) und 
(2) die Unbekannten des Problems bestimmt werden müssen: 
Man wird nehmlich vermittelst der fünf ersten Differenzial- Glei- 


“chungen die Grössen y, 2, £, u, A in x bestimmen, darauf diese 


Grössen. aus (6) eliminiren, und alsdann mit der Resultante nach 
Massgabe des übrigen, für die Grenzen etwa vorhandenen Bedingun- 
gen, auf die bekannte Weise, ferner verfahren können. Sind mehrere 
Bedingungsgleichungen zwischen" den, in 7/7 enthaltenen, relativ-un- 


- abhängigen Grössen vorhanden, so wird man ‚offenbar in Beziehung 


‚auf jede derselben diese Methode in Anwendung setzen können. 


Die bisherig sen Betrachtungen liefern also folgendes Resultat: 
ı1t W irgend eine Fünktön ihn pet. ei, und deren. 
Differenzial-Coefhicienten irgend welcher Ordnungen, und sind 

Le 0,M a0, N 0,4. 8 w 

gegebene Bedingungsgleichungen zwischen den relativ-unabhängigen 
Grössen und deren Differenzial- Quotienten, deren Anzahl jedoch 
stets um Eins weniger, als die von diesen Grössen vorausgesetzt wird; 
und verlangt man diese Grössen, als Funktionen von x, dergestalt zu 

b 
‘ genommen, ein Maximum ‘oder Minimum werde: so suche man dZ, 
IM, dN... und bilde den Ausdruck 

eW + »L + uoM + vN +... — 3, 


wo A, #4, Y... als unbestimmte, jedoch veränderliche Factoren be 


_ trachtet werden, und setze 


‚eV = (Wider, 
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Vermittelst der 6. 23 dargestellten Transiormation wird diese 
Gleichung übergehen in | 


) 
ar= fire" Ko sr Buffet 2) de 


a 
14 Mg er a Dyud or 0 
+9, 


und sich hieraus zunächst die allgemeinen Gleichungen des Maztugais 
oder Minimums 


A 


> 


T '? r 
% F ut En Y n ; 
4 -i- " Wir ez 0, 


Me 


5 
n d’ Z, “ 
2 Fan K rd en = O, 


7 

r,! 
ee a es = o, 
de" 

7. r 

; ee 
we | ar: 

; us. W 

argeben, welche in Verbindung mit jenen gegebenen 

L=o; M=o, N=o us w | a 


zur Bestimmung der Grössen y 3.5 Un\'AG Hs Bar, dienen wer- 
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den. Ferner wird der Ausdruck Q, von z=a bis ©. = b genom- 
men, Aie Grenzgleichung | | 

I) — 01mm o i 
verschaffen, _ welcher nebst den für die Grenzen etwa noch an- 
derweitig gegebenen, durch eine zw eckdienliche Bestimmung der Con- 
stanten genügt werden muss. 


| S. 6% 
Zur Erläuterung dieser Methode 'sei 


uBcH, die LE ae: 


tet Vi Br -8=0 


 Alsdann ist 


A ee 
NE 7 = Vi re In N 
dx? x 
.und | | 
ae Saar dx dx 
IL =g,tmae HE Te,’ 
3 u 1 | 
RER NG ; dx? 
mithin u Er Se 
= Bel rind 
af ze rue, 
ir ge 2,2% | 
| eV Hr dx? ) 
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| dy ddy 
Aaz" 
döz Ra: dx dx } 
Byrne: 17 2 Hana" 3) a ua 
Virsa | 
die re von x = abi x 


b genommen; en indem man 
diesen Ausdruck nach der bekannten Methode transformirt, 


A 
Y | dy® | 
u Veh Baar ae: 
a dy ) 
fi 7 —nar2" ep 4 vn at nah \de 
Ä i j 
a 3.) 
RER Te un ar 
Mauer: Li dee ' 
von x —=abis x —= bogenommen. ; 


Als allgemeine Gleichungen des Maximums oder Minimums hat 
man daher 


Vz] BEER 0 Ya 2 
IE as Pe 


ss dee 
ER le Va: 
a are ro are 

Wr Eaae 228 | 

Die erste dieser Gleichungen giebt, indem man sie integrirt 


Pr 
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pe arz" ar 
dx de C 
PER ET 
dr? ar 
i VzV I + FR Vı u. a 
folglich ; 
d 
1 CV ı+ da® 
== ee f zutz f n dry 
&2 En 
und R 
“ „dy? RT TERTE 
di __ (n-+-5) dz C d.r? pe nCcV ı-ı her 
; +1, 


h | EUREN dA | 
Substituirt man diese Werthe für A und —- in der zweiten der 


obigen u HN NG so kommt 


| dy?' Terug Prowgi / 
LI AL N. 
re) dz 3x7 en ncV ı are dy 
+3 da FRE dy2 dya.n.d2 
&2 a n--1 nt bs 
de? Vir 14 Sr 220 d i 
a La =o, 
nV ı+ B nC(: ) Pa ech 
| dx? “u dx? 
RB A TEE dy 7 772 
22 EI 22% 
s) dx 
Da aber f 
dz n dy? 
ist,. so st 


er S 
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_ +3) as 1 @HBd)s u a + 


at de az 
dv % d 1 2 
nl nCoe Se > Gr 
Vı+z ds eV ı+ 7 „(14 3%) 
ae dy $ de m azıhı dy m -dy 
dx “de 


| Substituirt man diese Werthe in der vorhergehenden Gleichung, 
so erlangt man die einfachere 


dy? dy 
(rn --2)g dx? nCgV ı er pe 554) 
.: arg An una 
dx? de# dz 


aus welcher ferner, vermittelst der gegebenen Gleichung 


dz er | 
Tee Vi+rsz = 0, ARE We 


2 eliminirt und eine Differenzial-Gleichung zwischen y und & abgelei- 
tet werden kann, Inzwischen würde dieser Gang, welcher allerdings 
der kunstloseste ist, zu sehr verwickelten Resultaten führen. Nimmt 
man hingegen die Gleichungen | 


eliminirt A zwischen beiden, wodurch hervorgeht 


AUF DIE BESTIMM. DES GROST. UND KLEINST, 189 
at Vi nut Be | nC (14 in) | 


. N hinze R 
- dx 


». 


und verbindet diese mit der Gleichung (4); so erhält man 


gy 
dA Ca 
- nudn .dyR 
N re 


d 

Eran% 
und, indem man A vermittelst der obigen Gleichung eliminirt, 
n ' ee BI 

res rien Pen 

2 dw | a da 


Eliminirt man nun zwischen dieser und der Gleichung (7) die 
Grösse z, so tritt eine Differenzial-Gleichung der zweiten Ordnung, 


hervor, in welcher die- Veränderlichen getrennt sind, 


a $, 65. 

Bis hiezu beschäftigten wir uns bloss mit der Bestimmung solcher 
"Funktionen für die relativ-unabhängigen Grössen, welche unter aller 
möglichen, höchstens durch Bedingungen mit Beziehung auf die Gren 
werthe der absolut-unabhängigen Grössen näher characterisirten, Re- 
lationen einen vorgegebenen Integral- Ausdruck zu einem Grössten 
oder Kleinsten machen, Man pflegt solche Maxima und Minima «eb- 


nee 


1 
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I zu nennen, und ihnen die sogenannten relativen oder . 
ten Grössten und Kleinsten entgegen zu stellen, bei denen unter allen 
Relationen für die relativ-unabhängigen Grössen, welche für eine 
oıler mehrere gegebenen Jutegral-Formelu dieselben VVerthe geben, 
nach solchen gefragt wird, vermöge deren ein andrer, ebenfalls gege- 
bener, unbestimmter Integral- Ausdruck, innerhalb derselben Grenzen 
genommen, ein Maximum oder ein Minimum werde, 

Was die Lösung dieser Aufgabe anbelangt, so ist die Zurückfüh-. 
rung derselben auf die vorigen Betrachtungen. mit gar keinen Schwie- 
rigkeiten verbunden. 

0 Es sei 7 = [IVdx die Formel, welche, das Integral" vonxz=a 
bis © — b erstreckt, ein Maximum oder ein Minimum seyn soll, und 


ve=/Wad, ya—=/[Wedx, Va=/Woda..VYM=fW "dx 
seien diejenigen, welche, innerhalb derselben Grenzen genommen, den 
gegebenen Werthen N”, N®, N®... N“) gleich seyn sollen, Als- 


dann ist es klar, dass diejeuigen Relationen, welche, unter allen mög- 
lichen, den Ausdräck 


Pt a) 1) 17 2) I: ‚ae 3) vs) a N PER AO x 


wo unter a), 09, od... 0 . beliebige constante Zahlen ‚gedacht 
werden, zu einem Maximum oder Minimum machen, zugleich so be- 
schaffen seyn werden, dass sie unter denjenigen Relationen, , welche 
Me PRO TIE dieselben Werthe liefern, für dfe For- 
mel 7 ein Maximum ‚oder ein Minimum abgeben, Denn man denke 
sich das System von Relationen, den in Rede stehenden Ausdruck zu 
einem Maximum oder Minimum machend, als wirklich gefunden, und 
in diesem Ausdrucke selbst substituirt; so wird derselbe, wofern man 


x 
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.die für 7, vo, Fo», V» ,,.U) entstehenden mit 7 
rn, pP», pw. pP) bezeichnet, den Werth - 

Pn + w® PD + oa P2 + a9 PO +... u pie 
annehmen, welcher also, der Voraussetzung nach, ein Maximum oder 
Minimum ist. Ferner denke man sich ein anderes Sys stem von Rela- 
dionen, ‘so beschaffen, dass sie ür FO, va, #9... EV) eben- 
die Werthe Pw, Po», PD , . , pP) liefern, und in‘ demselben 
Ausdruck substituirt, wodurch dieren den Werth ı von 7 mit Fa be- 
zeichnend, den Werth u 

Fa tum Pn 12 ou» Pa Lu» Pa ,,. um pP» 
erlangen wird‘ Alsdann hat man offenbar Be e 

| Ft vo» P» 1 „0 P» Het 28. Po 4 4,09 PR 
grösser oder kleiner als | / 
Fey + or pP» + 029 Pa Lo® P9 L,, } w) pw), 
je nachdem ein Maximum oder ein Minimum statt findet; mithin 
Hy. oder — V.... 

Fiesdhe geht also hervor, dass die Bestimmung eines relativen 
Maximums oder Minimums von //7dx auf die Bestimmung eines ab- 
soluten von der Formel | | 

SW I2+ v9 [IF wWdeto 2a /Wede+vP/W Wirt... oa) fWyMdz,, 

die Integrale innerhalb derselben Grenzen genommen, zurückkommt, 
| Nimmt man daher von dieser Grösse die Variation der ersten 
Ordnung, transformirt diese, und setzt sie gleich Null; so werden die 
hervortretenden Gleichungen, sowohl die allgemeine, als die für die 
Grenzen, die als beliebig eingeführten constanten Grössen »”, @?), 


03)... enthalten, die aber, sammt den durch die Integration er- 
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zeugter Censtanten, aus den Grenzgleichungen, in Verein mit den ge- 
gebenen | | 4 3 
SWed«=N®, SWOLR—N®, prou=N®. ne .SWOR— N 


deren Zahl der Anzahl der Grössen um, ud, a, offenbar 
gleich ist, ihre Bestimmung erhalten, | 


8.65. 


Um diesen ‚Gegenstand durch ein Beispiel zu erläutern, sei 


I ! ; dy? ER 
V=fyydı, Y®» — Mom N Fa=fdV.ı -- Io EN 
die Integrievonxe=abse =D erstreckt. 


Der Ausdruck, der zu einem aßsolusen Maximum oder Minimum 
gemacht werden muss, ist alsdann 


Syydet+e® [ydce + > [da Vır %, Jr 
die Integrale von x = a bis x = 5 genommen, von welchem die ; 
Variation gleich ° 


Be | dy dey 
1 usa de de, A 
JS eydyda + w‘ for dx + Se ierel, 
Vı-+ Bar 
x 


oder, indem man diese Grösse nach der bekannten Methode trans- 


formirt, gleich 


/ dy d (2r + u) de — Ro d. Veagal! 
h \ det} 


- 
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1, dY 
ra) 
we z: 


SE 
V ren | 


dx? 
von x =abis =D erstreckt, ist; und aus welcher letztern Form 
die allgemeine Gleichung des Maximums oder Minimums 


4. 


h d 
(y n= w'!)) dx — a2) d.————— eG, 
4 Ti 
FR: .dx® 
oder 
„, 4° ah | 
er | 
z = ro") de 


>, 


entspringt. Multiplicirt man diese Gleichung mit 3. und integrirt 


dieselbe, so erlangt man 


wo « eine beliebige RR bezeichnet. Löst man diese Glei- 
chung in Beziehung auf & — auf, 50 kommt 


eye ie Haryta)) 
En... 2 te9yteı,. 


mithin r 
re 
a Veit“ T EHRR a)°} N 
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welches die Gleichung der elastischen Linie ist, und wovon das Inte- 


gral noch eine neue Constante 8 enthalten: wird, weiche nebst den 
übrigen a, #%,.0'2 durch die Grenzgleichung 


wR za | „a Vo 
BE! N 1, ey N ea R\ Ya) = oO 
dym ty (  dyo\ TREE 
A ae 
in Verbindung’mit den gegebenen | ’ 


E 


Jyia=No, Ik: Vı a = Neo, 


die Integrale vonx = a bie b erstreckt, ihre Bestimmung er- 


langen. 


8. 67. 
Die bisherigen Untersuchungen betrafen lediglich solche unbestimmten. 
Integral-Ausdrücke, in denen nur Fine Grösse als absolut-unabhängig 
zu Grunde lag. Die Integral Formeln, in denen mehrere dieser Grös- 
sen vorhanden sind, sind ähnlicher Betrachtungen fähig; nur ist die 
Theorie der Integration von Differenzial- Gleichungen zwischen meh- 
reren veränderlichen Grössen noch zu unvollständig, als dass sich 
diese auf eine befriedigende Weise durchführen liessen, Die beson- 
dere Betrachtung dieser Formeln, welche zwei absolut- unabhängige 
Grössen DE wird bereits hinreichen, sowohl um dieses zu be- 
kunden, als auch um den Weg noch etwas genauer zu bezeichnen, 
den man, bei Untersuchungen dieser Art, ganz allgemein wird verfol- 
gen können. ' Der einfachste Fall dieser Formen ist offenbar derje- 
nige, wo zugleich nur Eine relativ-unabhängige Grösse vorhanden, 
mithin, indem wir den unbestimmten Integral-Ausdruck durch 
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| = 38: Ag 


De 
4. 12, 2, 

ist, | 

Um nun ir z eine solche Funktion von x und on kaden.. ver-\ 
möge “welcher Y, die Integrale vn za =abs x = a, und von 
y=b bis yab genommen, ein Maximum oder ein Minimum werde, 
wollen wir annchinen, dass z selbst die gesuchte Funktion sei. Sub- 
stituiren wir nun im obigen Ausdruck z + kdz an die Stelle von z, 
und entwickeln den resultirenden nach Potenzen von A, so kommt 


“ no 


v7 + KV ui Le 


1:2 = 3:4 
aus welchem sich auf eine, der ui, ganz ähnliche Weise ergiebt 
a = .0, 

sowohl für das Maximum, als das Minimum, und 
ö0°U — o für das Maximum, und == o für das Minimum, 
unabhängig von dz. 


Nach &. 28 hat man daher, eh man die daselbst Anwen anal. 
abgekürzte Bezeichnung, jedoch mit Weglassung der Klammern für 
die parziellen Dilferenzial-Coellicienten beibehält, 

BR dx dy ds Fa,y) 
HS Ar ID (+ Jdwdzun fe, U) 
j dS (a’) d’zrh x 1} 
ES 
| Ru 17 y5(@ dedsanı: ba, 
Sara ir 18 SE Aa a fe (0. 6) 


u, 8, w. 
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—/dy OYLE (a, 1) —S dx dzwy fo (©; d) 


dyz‘ ”r x Br 
an “ af de ERS 2) 


d’3z(b) 
Be ah 29 (x 
fi‘ dar" 8 par dd= Re. 


iu, 8 W 
a Ay. 
2-0 al + 
i = 05 | 
die Integrale vn z=abs ce = a,ündvony=b bisy — b' ge- 


nommen, welcha Gleichung unabhängig von jeder besondern Form 
' für dz, so fern nur die etwaigen Grenzbedingungen erfüllt werden, 
statt findet. Wie aber auch diese Bedingungen beschaffen seyn mö- 
gen, so sieht man doch leicht, dass, wenn wir dz als denselben ent- 
sprechend betrachten, alsdann auch die Form 


da + Blusy) [m—a) (@—a)) (y—l vd}, 
wo F(x,y) eine ganz beliebige, jedoch (w—a), (—a), v—d),o4—b) 
nicht als Divisoren enthaltende Funktion von x und y bezeichnet, 
ihnen Genüge leisten wird; nachdem # so gross gedacht werden kann, 


d’z@) d’’ze), 2 Oz) diz@) d’dze') 
eo9 


d di ariationen Ka), a a 
ass e v i a .- u Pi 7 da? 4 dar ’ da‘? vıs9 


deze d’dz% ddzb,  d’dzp 
PERS ers ae NEE er ‚..' von dem zweiten 


Theile dieses Ausdrucks sämmtlich unabhängig werden, Substituirt 
man daher diese Form anstatt öz in der vorigen Gleichung, so erhält 


man, indem man diese selbst mit der Resultante verbindet, - 


Nez dx Fey) Fay) {a—a) ea) y—-b) vb) = 0, 
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die Integrale vnz =abs x = a, und von z—=b bis, x=5 er 
streckt, unabhängig von Y (x,y). Auf eine, der obigen ganz ähn- ° 
liche Weise ergiebt sich hieraus die identische Gleichung 
F(x,y) = | 

Wie daher auch die Bedingungen für die Een beschaffen 
seyn mögen; so zerfällt die Gleichung IF = 0, unter allen Umstän- 
den, erstlich in die allgemeine GR nBaE des Maximums oder Mini- 
mums | | | - | 

| F an Y)=l0o.d) 

und zweitens in die Brahraleiehung 


+ dy fm (dy) + Aria f®  &) 
| a = k Bzchye der 
Hy Er EDS EIER 
d’ 2%, a’) R 12321 } 
Br dr Tr I® (a2) +f BR v2 SE (5) 0) 
u. 8. W, i 


—/[ dy dz) f%) (a,}) — [dxdaı, f® (X ni 
De j d3z x 
fy EI Bay 2 8 @ 

d’dz° 


fu Tr SE @r al 


u, S.- W 


= RoRS (@, 2) 


( (a) (a 
+0 - 0 — 0 + 0 
| mero (77) | 
die Intregale vn x =ebs 2 = da, nnd van weils 22 
erstreckt. Dem: Vorhergehenden nach ist es einleuchtend, dass letz- 
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tere Gleichung, so fern keine weiteren Bedingungen für die Grenzen 
vorhanden sind, nicht statt finden kann, wenn nicht die Coefficienten 
der verschiedenen Variationen, sowohl des mit dem Integrations-Zei- 
chen behafteten, als des von. diesem befreiten Theiles, einzeln gleich 
Null sind! Das Integral der Gleichung (T) also wird die für z gefor- 
derte Relation liefern, dessen beliebige Funktionen man \ alsdann der- 
gestalt wird zu bestimmen haben, dass der Gleichung (IT) ebenfalls 
Genüge geschehe. Dass inzwischen die Möglichkeit hievon an die 
Form des vorgegebenen Integral-Ausdrucks gebunden, mithin die Exi- 
stenz eines Maximums oder Minimums von den Bedingungen für die 
Grenzen abhängig bleibt, leuchtet klar genug ein, so bald man sich 
nur dessen erinnert, was $. 45. mit Bezug auf die Formeln Einer ab- 
solut-unabhängigen Grösse beinerkt worden ist, 

! $. 68. 

Der einfachste Fall dieser Art ist offenbar derjenige, wo die 
Grenzen bestimmt und gegeben sind, nachdem alsdann die Grenz- 
gleichung von selbst statt findet. Die’folgende Aufgabe ist hieher zu 
“rechnen: Eine solche Oberfläche zu finden, deren Areal:Grösse, zwi- 
schen gegebenen Grenzen genommen, ein Minimum sei. 

Bezeichnet man die Areal-Grösse einer Fläche ganz allgemein 
mit 7; so hat man bekanntlich. ' 


n | Y = [J dxdy Mr a +5 


. mithin 


Ha)» 
| (ee ee 
ran ee 


m 
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R Da je! Bauch) +) = N ET . 


ie 


MP Ay 2) en har 2 ee en | 
| ff \, > fe ni / üzar nal ) | 


ist; so Hit man 


I 
aaa K zu =) (7 V+(2 ar +) I) 
z fa 3 vPa) = fer, rn Hay 


Die A SEmeROe anıe des Minimums ist demnach 


Der Cie 57)‘ Co) a5)" 


oder, indem man üiferenaitt, 


“ 


200 KAP. IL ANWEND. DER: VARIAT.-RECHNUNG 


Hargas le)! 2 we a) Se) 
\dx? dx/ \dx? “N dy/\dxdy 


umassaen 


a et 
En ae ne en 7 
V + (42) + (4) er + ü 7 


welche sich auf 


(OR + 1-22) (@) (2 AP [4 (ds) N 


reducirt durch deren ne die re Relation Kür z erhalten 
werden muss, 


. . 
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VIERTES KAPITEL 


| Einige Beispiele, 
die Bestimmung. des Maximums und. Minimums unbe- 
stimmter Integral-Formeln betreffend. 


WUNENVWNINVMIV ANDI VII 


S 69. 
Eine. Gleichung zwischen x und y zu finden, vermöge welcher 
Sy (ax —yy) dx, das Integral zwischen gegebenen Grenzen genom- 
‘men, ein Maximum oder ein Minimum werde. 


DaF =/y (ac—yy) de ist, und die Grenzen des racad, als 
constant angesehen werden; so ist | 


\ > 


HS dr 3m das 


ia Eis 


ax sy? S=t0s-folglich YsE ve. 
Berner it Pe [op oy” da, ‚oder, indem man RR ach ge- 
| fundenen Werth substituirt, 
Mel face ya 
1: 26: ] 


’ 
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wovon der Differenziä: eretnieiäne positiv oder negativ ‚ausfällt, je 


nachdem die negative oder die positive Wurzel genommen wird. Der 
gegebene Ausdruck ist daher sowohl eines Maximums, als Minimums 


WER Be ax R 
fähig: ersteres ‚findet statt lür y = wii v=, Krane aber für 


—— 


x N 
y=— Me ‚und zwar entweder vne=— oO Er a 0 oder 


vnx=o bi = @,je nachdem z ; negativ oder positiv ist. 


7 


Eine Gleichung zwischen x He y zu finden, nach welcher 
Sısarw®y=isa!cy-+5a:y?—3y5) de, das Integral zwischen gege- 
benen Grenzen genommen, ein Maximum oder ein Minimnm. werde, 

Da Be | We 1 
Y=/(15a a y—ıha’acy-5 Bey ar‘) dx 
ou —=/dy (15a? x? —ı5a?c+ ı5a?y?—ı5y*) de, 


und daher die allgemeine Gleichung des Maximums ‘oder Minimums 


ist, SO ist - 


BC ısa?a?—ı5a?z--ı5a?y sy =o,. 
mithin | 

y”’=ax, oder a(a—a) 
und Er | wi 
y=XHVax, ode* VYa(a—o). 


Ferner ist ®Y = fdy?. Zoy(a?— 2y?) dx, welche Fanktion für 


+ 


die beiden ersten Wurzeln übergeht in 
SE 3oyax. (a? _ 2ax) dy? dx. 
. Da nun) ©. als positiv betrachtend, (a?—2zax) beständig positiv ist 


von z—o bis e=;4, und beständig negativ von 3a bis = OL; 
so wird man von &—=o bis ©—%a für die positive Wurzel ein Mi- 


a0 
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N 


'nimum, und für die negative. Wurzel ein Maximum, von —=Iabis. 


er hingegen für die positive Wurzel ein Maximum, und für die 
nepabıs Wurzel ein Minimum erhalten. 

Für die beiden letzten Wurzeln von y geht d? 7 über in 

fH 30 Vala—a). (zax—.a?) oy?de” 

“ wovon der Differenzial- Coefficient von = — w bis + Ta ne- 
gativ für die positive, und positiv für die negative Wurzel, vonx=!a 
bis 2 —=a hingegen positiv für die positive, und negative für die ne- 
gative Wurzel ist, Für die positive Wurzel findet daher ein Maxi- 
mum statt vn =— © bis z=F%a, und ein Minimum von = ;a 
bis e=a. Für die negative we hat das Umgekehrte statt, 


8. Zt, 


Eine Gleichung zwischen x und y zu finden, vermöge welcher 
‚SGax — 5x? —y?) (ax — x? — 40y-+ x) dx; das Integral innerhalb 


gegebener Grenzen BSIIaNeR ein Maximum oder ein Minimum 


werde, | N: por 
Da V=/(gax — 3x? —y? ) (ee —2?— 3 2y+y?) de ist, und die 
Dr des Integrals bestimmt sind; so ist ie 
= Sy 2y (are —ERy HJ? )deH [ya 2) Bar — 32: —y°)de, 
er daher die allgemeine Gleichung des Maximums oder Minimums 
Se ylax—x? —say Hy’) (ey — 22) (3ax — 32? —y’) = o, 


oder, indem man die Producte entwickelt, und den Ausdruck reducirt, 


Ä yr—ıy? +2? —ax)ytax® —a’=o, 
wovon die drei Wurzeln 


a a rat Van 
sich Ferner hat man 


Fßy lan’ tay4y°)Haylm—ay+2Gar32°”y’)-2y(3ytz)\de 
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? = /y?. (ax — #2 + any — 3°) de. 
Substituirt man hierin für y den ersten der obigen Werthe ,.so 
kommt | | 

I fyr, 42 (a— 2x) de, | ' 
wovon der Dilterenzial- Coefficent von = — wo bis &=o beständig 
negativ, von ©=o bis —=La beständig positiv, und von 2 za bis 
x == & beständig negativ seyn wird, Der gegebene Ausdtuck wird 
daher, so fern y = x gesetzt wird, vnze=— no bsc=oeın 
Maximum, von v—=obis e = %a ein Minimum, und vonxz=1ia 
bis © = © abermals ein en w ‚erden. : 
Substituirt man für y die zweite w urzel, so erlangt man 


2r— a pen’ Haren geten)de 
En} a - Ver ee (Vr— Va) ie, 


wovon der:Differenzial-Coefhicient von x = o bis » — 3@ negativ, 


und von c—=:!a bis —a positiv ist. Sofern man also y= + Vx(a-%) 
setzt, wird der gegebene Ausdruck ein MARRUR von x=o bis x! q, 


= 


und ein Minimum vn =tebse = a. 
‚Substituirt man endlich für nr die dritte. Her defundenen Wurzeln, | 


Pi 


so kommt | 
327 EL A (ax —_— it Zr 75 ee) de 


— foyy: = Va—x Var - _— ya: da, 
wovon der Differenzial- Daefhrieny von & — obs t=a beständig 
negativ ist. In diesem Falle wird also der Begebene Ausdruck zu ei- 


nem Maximum. 


en 
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na 


Eine bug zwischen x und y zu finden, vermöge welcher 
J: PR de 1% 2 ‚ das Integral ‚iherhälb gegebener Grenzen ge- 
nommen, ein Maximum oder Minimum werde, Er 

Da (A = [yrde Vı N Y ist, und die areen des Integral 


als constant angesehen werden; soist 


a dy } 
x dy? Br 
er —= (de myVı+ nr ey dm ch 


j “ dy? 3 r Y dr ’ 5 
—— N-IE / I m mm BAR TE ER Be REES Br 
er Ve ner iz ° En oy- Ay | 
/ | 2 Va Via “ 


Die allgemeine ‚Gleichung des Apres oder Minimums ist 


demnach 4 
ra 
Ay: ne Ares Ge 0, 
le vi Tr: 
oder | 


dy: 
Ne a Nee 


" Um diese Gleichung: zu integriren, wollen wir y anstatt & als un-\- 
abhängig einführen, oder dy anstatt d« als constant betrachten, 


day ur us dy __ dez dy x 
Bekanntlich ist alsdann des de d. aa ee, und die 


Gleichung geht über in 


206 '"..KABp. IV. EINIGE: BEISPIELE. 


ER d erde 
A, 7 nr Be I Ix* de” rare 


oder 
:d ®» | I 
dy 
daher, indem man integrirt, | 
de =: 4 
log 3% — — Jog, 


wo o eine beliebige Constante bezeichnet; oder 


Im 35 dx?\5 
MR 


mithin 


und endlich 


Durch die ab des für - = ren kr, geh IE 
‚ über in Yy@—a?. dy, welches die BER 
| VIA er . Yo — VYn— ar. OY a —=o 


verschafft, der nicht genügt werden kann, so lange ya, ya) als ba 
liebig betrachtet werden, So fern daher die Funktionen, unter WEL: 


chen die eines Maximums oder Minimums- gesucht wird, nicht näher 


bedingt werden, giebt es keine, vermöge welcher der gegebene Aus-. 
druck ein Maximum oder Minimum MOruen sollte. Man vergleiche 
hiermit $. 45. | 


- 
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Ferner finder man KL. .; | 
Iy 2.2 ya -T. . } dey 


le 5 nn) na] u 0 re (2 N 
| \ a . (+ Krane. } 


-'so fern man das Integral innerhalb der gegebenen Grenzen erstreckt; 
woraus sogleich hervorgeht, dass ein Maximum oder ein Minimum 
‚statt findet, je nachdem ya negativ oder positiv ist. 
"Setzt man n = 1, so am man 


0 


arten 


[e) er 


Da A 


ls log ß,und y= 


dcr + mithin aa los——— 


ec 
wolern man AN setzt. 

Um die Begriffe zu fixiren, wollen wir annehmen, dass uns ya 
und y.) gegeben seien, d. h, dass unter solchen Funktionen die des 
‘Maximums oder Minimums gesucht werde, welche für x = a und 
x = b.die Werthe y«, und ye) geben; so sind dadurch dyu) und dyoy 
sleich Null, und die beiden Constanten & und ß als bestimmt zu be- 
trachten, Die Variation der zweiten Ordnung wird alsdann 


il Be a a ae % 
a lee ern, Dr [a 
dyd’y | 


an ——jy L/.de BI at. (2)? \, 
N LE | ICH ni) rar J 


- welches, von x = a bis x = dB erstreckt, übergeht in 


P 
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fd WAR) 
*. de de? adyı ? ü 
J do #4 Br er | . 
EEE 3 (SE E% le 
(( Ta: dx? Tara Be 38 
von» — a bis x = b genommen. Aus der Gleichne für y [olgt, 
dass diese Grösse mit y von demselben Zeichen ist. Sind daher y«,, 


i f ET . \ ad i S 4 En 
Ya) Bo so itesachy = 2° und-daher, & ebenfalls .als positiv. 
| dy' d@° EN: As is 
: betrachtend, ee Y ne 3= vnx=—wbste= Sg 0, mit- 


hin de obige Differenzial-Coefficient beständig positiv, ohne "uhren 
lich zu werden. Der obige Ausdruck wird alsdann ein AnninagE) wie 
auch die Grenzen genommen | werden, 


| | $. 73. 

Eine Gleichung zwischen & und y zu finden, vermöge welcher 
J. de(xze-+-yy»V ı 4 Kerf) das Integral zwischen gegebeneu Gren- 
zen genommen, ein Maximum oder ein Minimum werde. 


Da in diesem Falle ee ne Se 172)&d2V ı+ —_ ist, und de. 


in des Integrals er: constant angesehen werden; 'so ist 


ır’= pre VE en 3 ge 


dy? 22 
Kae; Fe 
2 | Ne ıdy. | 
(x 22 tya)i (a4 yP)E 
_ I a Mi A 
je er N VeHE-a: ar: rau Gi N 
| ra ge 


Ey 
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und daher die a Moind Gleichung des Maximums oder Minimums 


Sera 


Rs EEE d “ I 
+&’-+r?) TEL AB TFe=o, 
Yıtaa 
; Ge 
oder 
ee DA 
“ dx (a 1er, A 
2 I + de: R 
d? 
ydz— xdy de. 
ee: -+y° 3 dy? e) 
dx? 
mithin, indem man integrirt, 
dy 
dy Dem 
arc, a7 are, ie. 4 arc.ig.a= arc, tg. - 
‘ FE Sara 
dx 
« folglich 
dy 
Y CR dy : 
Be de 
oder : : 
\ Y Ko 
w— ar na, 9 


und daher, indem man wiederum integrirt, 


ar 2 2y—y’=ß; 
ne Vet) 


Substituirt man für “2 den gefundenen Werth, so geht U über 


"endlich 


z—d 


"yaLı 


Z woraus die Grenzgleichung 


[27] 
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bD—aya) a—ayıayn 


ve’tı yon, Ve’+ı er Far 


entspringt, der nicht genügt werden kann, so lange Odys Ya) belie. 


big bleiben. Denn in diesem Falle hat man 


b—-aya = 0 BEER N le, 


folglich | 
a N ee 
a 


wi Hla) "N oga+ylatı)a—B' 


woraus 5? @, = a? ß hervorgeht, welches ungereimt ist. 


gleiche hiermit $. 45. 
Ferner wird gefunden 


ara V + .y 


Man ver- 


I 


DEN [ 


EN | 2 2\— 
| der Na Par ri, | 7 a 4% 
Va 
woraus sogleich hervorgeht, dass der vorgegebene Ausdruck nur ei- 
nes Minimums, fähig ist. Setzt man daher 
Kry nr Ja? Fr) A 
Sea 5 
G +y) a er r)e an ME Bi as 


Vı+ +32 Et + ); 


"F=udy? Ha De + Ndy pr) }: 


so hat man 


ee 
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Bestimmt man nun „ dergestalt, dass man habe 
M: 
N — 7 0, / 
lle Werthe von & statt, für welche 4 


so findet ein Minimum für 
und N nicht unendlich werden ($. 46) 
$. 74. 


Eine Gleichung zwischen x und y zu finden, vermöge welcher 


dx, das Ei zwischen gegebenen Grenzen genommen, 


ein Maximum oder Minimum werde, 
dx ist, und die Grenzen des Integrals 


Da hier 7’= Ban 
d& 
als constant angesehen werden; so hat man 
Ba d’y 
(2, dr? : Y" RR a 
2 LEEREN PAR u: 
or or \ 37 ne we te fe 
L dx = dx J 
(in 2% u \ 
de Bruhn 
ä Laer 1 Z+T z' dy’ 
i des; 7 dz 
und als allgemeine Gleichung des Maximums oder Minimums 
d’y 
——iQ05 | 


En T; 
tr Aaerr 


folslich, indem man integrirt, 


7 


- u 
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IE =a,und=uxc--P. 
Durch Substitution dieses Werthes geht eV Get in 
I 1 day 
dy \2lı—n) (ax) Tr — — @r+ß de ah? 
welches, von x = a bis x = 5 genommen, als la aher: für 
Grenzen 


ER ee a (2), rl u 

En ICE ei ran 
== \o 

ar ER ap 7 

Alam er war ante) 
verschafft. Werden daher die Hehitipnen? unter welchen die des 
Maximums oder Minimums verlangt wird, durch keine Bedingung mit 

k ddyca) 

dba 


Bezug auf die Grenzen näher characterisirt, so sind ya» 


ya 1° R ai fe . 
eya)s 2 vollkommen beliebig und unabhängig von einander, und 


die vorige Gleichung zerfällt in die vier folgenden: 


ans 


sa-n)@b+ 08-7 W470 Zab+T= on 


sa-n)aa+g a (+ "= 0,2 wethr= o, 


während nur zwei Constanten zu eknmen sind; man siehe hierüber 
8.45. Inzwischen ist diesen für den Fall, wo n=>1ı ist, durch a=o, 
ß=0 zu genügen, wodurch y = o, und auch, wie man leicht ermit- 
telt, &? 7=o entsteht. Man überzeugt sich aber leicht, dass unter 
diesen Umständen weder ein Maximnm noch ein Minimum vorhanden 
ist, nachdem durch die Substitution von y-Hkdy anstatt y der vorge- 


+ 
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5 | een. | 
gebene Ausdruck gleich Js HA” + Po) y wird, welcher füry=o 
dy 
= ; A 
in A” en RN y übergeht, dessen Zeichen von denen der Variationen 
ne. | 


abhängig ist. 

Die Schwierigkeit wird aber gehoben r wenn man die Frage fol- 
gendermassen stellt: Unter allen Relationen zwischen x und y, wel# 
| che, indem man x = a und x = 5 setzt, für y die Werthe y., und 


vos und für Z > irgend welche, aber gleiche es geben, e eine sol- 


| REG 
| | X I dx? 
che zu Anden, vermöge welcher x dx, das Integral von 2a 
| de 
bis 2 —o erstreckt, ein Maximum oder Minimum werde, Alsdann 
| d? D' d’ i 
har man nehmlich dya = 0, a ae a,'0y, 25.0, = wa == 0, wO- 


durch die Grenzgleichung wegfällt, und die Constanten z und ß ver- 
mittelst der für x und y gegebenen Werthe bestimmt werden, 
Ferner wird gefunden 
gay. all any nd nn (a > 


dy de dy? \dx 
d& dx? 
d?y d’y 
> l n-2_ any“! 
x dx? Y u I any"" dey 
4 dach (n—1). or ey Ir Dee ed 0 de 
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any? Mr ar! onyn | d’y \ 
TRITT tn 1 ra =) 
/ de’ Fr de? 


von c=a bis x=b, oder, indem man für y, ee a die Werthe 
Ne © un By. 

aus der obigen Gleichung substituirt, und dyo = 0, A Fdnn.. 

| Dya) | ; 

Oya) ee 05 Ta ==:0 Setzt, 


Fanaaota" 2 dy2—an: BERN nd ar 
ja Naeh “2 2) ar ra (er: 


vonxz=aoebs x => Backen, woraus man sieht, dass ein Maxi- 


7 er ande 


mum oder ein Minimum statt finden wird, je nachdem z —< oder 
— 2 ist; und falls z ein Bruch von geradem Zähler seyn sollte, je nach- 


dem eine andere Wurzel für y genommen wird. Für z = ı wird 
x ddy\® h Rn 
e’= er (2) ‚und findet ein Maximum, ‘oder ein Minimum 


statt, 'je nachdem 2 positiv ‘oder negativ ist, welche Werthe von & 
auch für die Grenzen angenommen werden, 


Nu 78.108 2 
Eine Gleichung zwischen x und y zu finden, vermöge welcher 


»/d?y\n R ’ ! H 2 i 
7 (2) dx, von c=a bis =D erstreckt, ein Maximum oder ein 


Minimum werde 
d’y 1 4 n-i d’dy 
Da ve/(E) dx ist, so ist $Vv=/n er ir de 


Verlangt man nun unter allen Relationen die besagte zu finden, 


ki 
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. £ d?y n-ı er d? 
so hat man unmittelbar (2) — o, folslich entweder -—; = 0, 
| dx? ie) dx 


—= 0, je nachdem 2. —- oder — ı ist, und von welchen, 


HER : 
dy? 
d«® 
Gleichungen die erste y=ax--ß giebt. i 
EN yasni 
Ferner hat man d? 7 v=l n. (r—ı) (# 7) ö Er) (d, welche 
Grösse durch die Substitution des für y gefundenen TE Kai 


2 2dy 
ER und hiöeybmiss, dass, (gar tk RT re pr r\ —o, 


übergeht in F Bel N dx, welches zeigt, dass kein Michal a son- 


dern ein Ahle en seyn wird, wenn z entweder eine ge- 
rade ganze Zahl, oder ein Bruch von geradem Zähler und ungera- 
dem Nenner ist, jedoch nicht-kleiner als r. 

Transformirt man aber den obigen Ausdruck nach der bekannten. 
Methode, so kommt 


?yın-ı d® ; 
ee fr ae 


(de? dz 
BR d’y\n-r dey es ik Y n-1 1: (4 er I 
und daher als allgemeine FU des Maximums oder Minimums 


ET £ fd?y n-ı REN d Bi ı NN: 
ER (2) = nl.) =er+ß 


ae n-4 „ia n-1I & 8 Veen a 
dx? (Ex By A (2u+R;) N. 
an=I 
Rn n(n—ı)? a ß n > | 
IT 2°(an-ı) G +5) men 
Substituirt man diesen Werth, so ergiebt sich als Grenzgleichung 


ddyıa Ay 
—edyat at t lebte FR at). 
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Fragt man nun unter allen möglichen Relationen zwischen x und 
y nach einer solchen, vermöge welcher der gegebene Ausdruck ein 
Maximum oder Minimum werde; so Er die BE ÄCHOnE in die 
vier folgende über: 

a=0o,0ua=o,ub+Pß=o, eatß=o, 

woraus &==o, ß=o, mithin y=yx--e folgt, wo y und . völlig 
beliebige Constanten sind ($. 45.): dies ist der schon oben betrach- 
tete Fall. Er 

Fragt man aber unter denjenigen Relationen, welche, wenn man 
z—=aund 2—=Ö setzt, für y gegebene Werthe liefern, nach derje- 
nigen, für welche jener Ausdruck ein Maximum oder Minimum wer- 
de; so hat man Ya) u ER Y = o, und als Grenzgleichungen 

ab -+-Pß=,ua+-ß=o,. b 

welche ebenfalls =o, ß= o, mithin y=yx-4s geben, wo aber 
Y und e durch die für x und y gegebenen Werthe bestimmt sind, 

Ist inzwischen die Frage nach einer solchen Relation, welche, 


unter allen, die x = aund x = b gesetzt, für = gegebene Wer- 


| dx 

the liefern, den besagten Ausdruck zu einem Maximum oder Minimum 
döy. d? ER 

machen; so hat man El =.0; = = e und, um die -Grenzglei- 


ı 


chung zu erfüllen, w =, mithin y = ; Wr eh 0” yx- ie, wo 


a 
; d 
aber 8 und y durch die für x und Fr gegebenen Werthe be-' 
stimmt sind, und « beliebig bleibt, so lange nicht der Werth von y 
für einen bekannten Werth von & gegeben ist, 
Fragt man endlich unter allen Relationen, welche, wenn man 
»—aundxc=b seizt, für y die Werthe y«), und ya, und für - 


/ 
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die Werthe ER, und 2 liefern, nach der des Maximunms oder Mini- 


d’y: dy z 
> = 0, = — 0, die Bedingung 


der Grenzgleichhng ist alsdann hiedurch erfüllt, und esist ...... 


mums, so hat man dya)=0, dyiy= 0,—, 


A 


en (@: uns > 4 yx 4 e, wo die Constanten durch jene 


Gegebenen bestimmt werden: 


\N-2 


| Da 0° P=/nn-, (2 


BY" ma IL (e, By 
n-2 i 


ist, so hat man 9? = —/ 7 ne U ERT [2 ) ‚dx, woraus her- 


vorgeht, dass das Maximum oder Minimum an den Werth von 2 ge- 
bunden ist. | 

Ist aber n = 1, so ist 9°” =o, und in diesem Falle ist weder 

ein Maximum noch ein Minimum vorhanden. Um sich hievon näher 

zu überzeugen, braucht man nur zu überlegen, dass, unter dieser 


Voraussetzung, der vorgegebene Ausdruck übergeht in Sf lar= rc. 
welches, von x = abis x = 2 erstreckt, giebt: 7= nt >, 


El 3 3 
folglich, indem man hoy anstatt y setzt, /ıy = PL Era )% 


wo das Zeichen des Increments stets an das von k gebunden bleibr, 


Ya dYyıa 
so lange Bu ut unbestimmt bleiben. Setzt man diese gleich 


Null, so wird. das Increment selbst gleich Null. 


3. 76. 
Eine Gleichung zwischen x und y zu finden, Fach welcher \/,;; 


[8] 
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Srdz x f & SH dx, die Integrale von = a bis = erstreckt, ein 
Maximum.oder ein Minimum werde. 
Da P— Sydn. [a dx ist, so ist 
IV = foydz. [x de + Sy fe. de 
dy 
— ford Er de + / ydı. ey — [ yda. [ dyde: 
| ] 
=Sdyand [a = dx — Syde \ 1 xdy. [ ydı;z 
und daher die allgemeine ne des Maximums oder Minimums 


Sa dx = fydz, ei de =yda, I=%, y= aux. 


5 y 


x 


Die Gleichung für die Grenzen wird az DB’ dynza’=o, und 
die Variation der zweiten Ordnung | 


dey a3 f_® 

Y—fiyda,f a de +fdyde, [a2 de —eg/ dydo. [ x de 

AM diy dey dey 

= 2ady m. | a3 de — 2/2 dx. [ x dv 

— 2dy.x.S dyde — 2 Sdyde.Sdyde, | 
von £=abis x =D erstreckt. Fragt man nun unter allen Rela- 
tionen, welche, wenn man x = aund x = 5 setzt, für y gegebene 
Werthe liefern, nach derjenigen, vermöge welcher der obige Ausdruck 


ein Maximum oder ein Minimum werde, so ist dadurch die Bedin- 
gung der Grenzgleichung erfüllt, und d?77 reducirt sich auf 


— 2 2 (a2 dx )=- 2 eye) 


welches offenbar ein Maximum Anzeigt, 
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% $. 77- 

Unter allen Relationen zwischen x und y, vermöge welcher [yxd., 
vonx=abis =D genommen, denselben Werth 4 erlangt, eine 
solche zu finden, nach welcher /yy dx, innerhalb derselben Grenzen 
erstreckt, ein Maximum oder ein Minimum werde. | 


Nach $, 65 ist hier 7” = /f[yy de + @ / ycda, also 
IHM —=/oybyde+ v/ adyde = de (ey + on)dy; 
und daher die‘ Gleichung des Maximums oder Minimums 


2y-+- ux = o; endlich y= — =. 


x [} ® ® i | = 
Zur Bestimmung von » hat man die Bedingung S — Fr dx, von 


xz=abisxce =D, gleich 4, woraus folst » = N i 


Endlich ist $? 7 = : 2dy? dx, woraus folgt, dass der vorgege- 
bene Ausdruck ein Minimum wird. 


nen 98 | 
Eine solche Curve zu finden, deren Bogen mit der Evolute und 
den. beiden Krümmungshalbmessern, den Abeissen @ und 5 entspre- 
chend, den kleinsten Flächenraum einschliesse, 
| ‚Bezeichnet man die Abcissen mit x, .die Ördinaten mit Ys die 
Krümmungshalbmesser mit ge, und den in Rede stehenden Flächen- 
" raum mit A; so hat man, bekannten Sätzen der analytischen Geome- 


A 


trie gemäss, 


LA 
| dy® EN 'da?, 
sdR=edeVır a,se=FH- d?y 
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a; 2 209 (3 Tag 
folglich oR = + fü 707 ; 
dx? 
wo sich das obere Zeichen auf eine gegen die Abcissen-Axe concave, 
das untere hingegen auf eine gegen diese convexe Curve bezieht. 


ir Er Me | 
Setzt man daher dx 7 —=/PV, wird, damit A 


ein Rleinsies sei, /,vonx=a x = b genommen, ein Maxi- 
mum seyn müssen, wenn die Curve concav, ein Minimum aber, 


wenn die Curve convex gegen die Axe ist. Da nun 


dy?\ dy dy?\ 2 
vr 3y. 4 Het) te 
HR. ° ’ dy }: dz D d’y2 4 
dx? dx* J 
dy®\ dy dy?’\?) dy?\? 
ul Tr De dx & 1 (3 + x? \ ddy. I 7 =) 
Troy ya li de 
"de? et.) dx* 
ist; so hat man als allgemeine Gleichung des Maximums oder "Mini- 
mums | | 
„ dy?\dy 2 dy?’\2 
L4(a + dx? /dx 2g (3 + dx” | Be 
} d’y ee län, (klicke 
ei dx? sdeth 0 


folglich, indem man integrirt,  . 
dy?\dy 3 UA? 
4(3 a) 15 (' Tim 
Sa 


dx? »* 
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dy?\2 d3 
ö (i + nz dt 7 =) sr d?y 
oder = eg BU He = 4 dx: ) 
dx? de* ® 


mithin, indem man auf's Bes integrirt, 


) 
dy 
U SEE a re 
r dx? 
wo & und £ zwei beliebige Constanten bezeichnen. Bringt man diese 


Gleichung unter die Form 
| Ba Bi 
ET FETT 
Eh Em Palo) 2 
a, 2 (+) ler) 


‘ dy - 
ee 
Sr arc, Lg 52 AR 


es d +7 
lesen + 
Ferner ist, ay=/i at l—[x ER 

Er ) 
dy | d’y (ee — de n ED day | 
a ai a rer ag (+2 4 de2 EEE 

ner 

A% ENG in 

he 7 FE dx, 
IT ax® 


oder, fe 22 Zarc.g. 2) de a 


ei) 
dy dy z/ de , Bdy dy 
und x 5, TE +) ne clg. 7 
ist dx? 
en 
P 2 
„dguigdet 
ya Bra ig. a Im, 
de — Bar 
dx 
Eliminirt man nun zwischen (7) und (77) die Grösse are. ig. = - 
dy\? ! 
du 15) 
so kommt 9 — ax Ly— B:= ER (III); Den indem man 
Altar 
a— ß se 


ya ds® Kan 7° As? 
ı 3 und ay— Be=w setzt, de TaVohpye an folg- 
lich, indem man integrirt, s=Ü — Y I» -Fßy — ax, welche Glei- 
chung bekanntlich eine Cycloide Deren: 

Dass der Flächenraum wirklich ein Minimum wird, lässt sich 
leicht folgendermassen zeigen. 


Es ist 
4-12 27 
I „HER R 


dx 


63 räi day. 
dyY Nda® mire day d’yy 
.d’y DR 8 N ee, 
dx? 
(er +35 
42 —7a°r 
er ) 


w relches sich auch Me drin lässt: 


2) a 2 
ee) 


) 
2) 0 y 


Br - 


7% 
dx? 


4 
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s dy? Er ar) ni 
2 d’y de vi Ach 13) dx dx® d N: dx? r 
dx? a ae 
Da nun die Cycloide concay gegen die Axe ist, so ist —’ be- 
x 
2 ?z 2 
ständig negativ, Setzt man daher Sie = — EM 2, 50 ist ir -  bestän- 


dig positiv, und man erlangt 


dy’\ (> dy dy? ) 
eher Ich 
( 1) /ay 2 dx dey dx? d’’y ! 
ri für de) 2 | dran ae HN j 


d’z \dx N dx 1) 
dr: 3, I (= (de v 


welches zeigt, dass 7 ein Maximum, also jener Flächenraum ein Mi- 


nımum wird. 


Durch Substitution der obigen Werthe geht d77 über U lb 


dy i 
de tP a 
ay— ga welches als Gleichung für die Grenzen 
be 4 
dx? 
dyo) dya) 
a Ne on 
ya — ee: ER ah; N PRO FRE F, FRTTE ar o abgiebt. 
rer NASE 6) : 
db: da? 


Fragt man nun unter allen möglichen Curven nach der des Mi- 
nımums; so bekommt man 2=o, ß=o; mithin, wie man leicht 
h dy? d? & S 
ermittelt, entweder ı + mn oder _ —= 0%, weshalb in die- 

sem Sinne kein Minimum vorhanden ist. 
Wird aber unter allen Curven, deren Tangenten, jenen beiden, 
den Abcissen @ und 5 entsprechenden Punkten angehörig, mit -einan- 


k 424 R d’yıoa, 
.der parallel sind, die des Maximums gesucht; so hat_man Er —0, 
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Se — 0, und die Grenzgleichung wird dadurch auf = o zurück- 
geführt, Alsdann bedarf es noch der Angabe dreier Punkte, durch 
welche die Curve gehen soll, um die Constanten d,@,n zu bestimmen. 

Wird unter allen Curven, welche für die Abcissen @ und 5° 
dieselben Ordinaten und Tangenten. haben, nach der des Minimums 


By) ___ ya 


gefragt; so hat man eye) ==e0, ya =='03 De O0, Sy; HAT, me e, und 


die vier Constanten z, .8, @, n werden alsdann durch die für y und 
mn vegebenen, den Abcissen a und 2 entsprechenden Werthe bestimmt, 


Wird endlich die Aufgabe: vier ‚gegebene Punkte durch eine 
Curve zu verbinden, vermöge welcher der besagte Flächenraum, von 
dem .einen bis zum andern Endpunkte erstreckt, ein Minimum werde; 
so würden dadurch zwar jene vier Constanten pestinng die Be- 
dingung, der Grenzgleichung 


dy’, dy’n a; 
Erd ER yapıı an db 3% By 


aber noch zu- erfüllen übrig seyn, Nicht also mit Bezug auf AR 
“möglichen Curven, welche .durch die gegebenen Punkte gelegt wer- 
den können, sondern lediglich mit Bezug auf diejenigen, welche in 
den beiden Endpunkten dieselben Tangenten haben, ist ın diesem 
Falle, allgemein zu reden, ein Minimum vorhanden. $ 
$- 79. 

Eine Curve zu finden, deren Bogen, in seinen Endpunkten Ben 
Flächenräumen @ und 5 entsprechend, ein Minimum sei, 

Bezeichnet man die Abcisse mit /, die Ordinate mit y, den Bo- 
gen mit s, und den Flächenraum mit x; so hat man 
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GuV rin JE —ı= O5 
weshalb’ diese Aufgabe unter den $. 65 behandelten Fall gehört. Va- 
riirt man daher, nach der dortigen Vorschrift, beide Gleichungen, 
und addirt sie zusammen, nachdem man letztere mit dem Factor A 
multiplicirt hat, so eriangt man, indem man ihre Summe mit dd’ 


bezeichnet, | 
{ ER dy - di \ 
I dt dx dr, de de: 1 
= een dy? de T ee dy? ab de. ? 
dr Fix® dr a J 
| : \ 
= de Bet Ir äh ER \_ 
J“ eg ara ver er 124 via,dr San tay 2: 
+ Kst a 2 J 
dy 
dx L Ba 
u ver® y+ ET TEEN) 
are de? 7 de? 
Als allgemeine Gleichungen des Minimums hat man demnach 
dy,. de 
dt I dx. dz | 
EERRTTET on Meer =—— 2» Ba mom == © eenememumremsesemearumel u 
de dx? de? 7 de: | 
- oder, en man letztere integrirt, ; 
dt 
/ de 


wo © eine beliebige Constante bezeichnet. | | 
Verbindet man mit (Z) und (7) die Gleichung y 120, (ZI!) 


(29 | 
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di LER 
um A und -—- zu eliminiren, so kommt 


dx 
dy 
1 dz E 
Ir np I dy? N; 
vn +3 dz: ve. un dx: 
dy ' 
dx 


welche, indem man sie mit FR dx multiplicirt, übergeht in 


han 2% "€ Lu 
3 I jd I Y Y 
yVä + Ks + dx? 
von der die ee ee 
de day: Y 
I dy? a dx? dr? Sen, 
u I. + it V [ dy? V I er Perg N ET 3 
a : % 
, 2 I dr? PeTzge Var + 
; £ 
oder PUEE dy? ’ Y + &; 
Y dx? 
V(Ere) er 
also | dy _ 
", 7 


ist. Verbindet man mit ee, ji I. (ZIT), so erhält man 


72; —_: . 1 — IK BTTIBRE 
V (& Ei .) ya; folglich mY@r3) 


ai! 
di 3 Y 

Substituirt man die gefundenen Werthe in nn von dem Inte- 
grationszeichen befreiten Theile von d7’, so erhält ınan als Grenz- 


sleichung 
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V(+a)” ur) ER Yst Er yo 


Yo ! = (2) 
Fragt man nun unter allen Curven, welche in ihren Dadnnnkten 


Yard — Pre) =e 


dieselben Ordinaten haben, nach derjenigen, deren Bogen, einem 
Flächenraume von gegebener Grösse entsprechend, ein Minimum sei; 
so ist dya—o, dm o, C=o, die Constanten & und 8 werden als- 
dann durch die gegebenen Ordinaten bestimmt, und die obige Glei- 


nn ms en 


ydy 
chung verwandelt sich in d = VAULTE folglich = ß — =—y? : 
va 
und y=" — —(8—1)?, welches bekanntlich einen Kreis bezeichnet. 
Kt ddr di 2) 


Ir get "zen. reichen: Tone, 2 Mae Ta 


(% “ dx dx 
Endlich findet man d? s— f de ——-—- Ars „welches of- 


d 
fenbar ein Minimum anzeigt, 
5. 80: 

Zwischen zweien auf der Oberfläche eines Umdrehungs-Ellipsoids 
gegebenen Punkten diejenige Curve zu bestimmen, deren Bogen ein 
Minimum sei. 

 Bezeichnet man die halben Axen des Sphäroids mit @ und 2, die 
rechtwinklichten Coordinaten irgend eines Punktes in dessen Ober- 
fläche, vom Mittelpunkte an gerechnet, mit x, y, z, und nimmt man 
an, dass die Fläche durch Umdrehung um die Axe 2, parallel mit 
“der von x, entstanden seı: so hat man bekanntlich 

ds=ydx?-+dy?+dz?, und a®x?+b?(y?+2?)—a?b?= o, 

Setzt man hierin 2 =r$in®@, y=rC0s9cos&®, z=rcospsinw, 
wo r den Halbmesser des Sphäroids, 9 und » die Winkel andeuten, 
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welche derselbe mit den Coordinaten-Ebenen y, z und x, y bildet, 


Ka ar 2 Ä 
wie auch —;— = e?; so erlangt man, indem man 9 als absolut- 


unabhängig netraphieh 


s=/dV + ee cos ®° Rxh r? (T—eecosg’)—b’=o. 


Varürt man beide rer so kommt - 


ee dr; | 2 608 g° dw 
| | END? I dei x CR do, | 
de) ® 
r do 
+ do 2 | d do, 


und 27 (1 —eecos 9°) dr = 0. 
Eliminirt man nun ör zwischen diesen Gleichungen, Sonkortmi 


ne BLLET aka cr En 
ds ds 
| age de 
von ® = 04.bis 2 = 0a) erstreckt, Als allgemeine Gleichung des 


Minimuns hat man. demnach 


2 rg E58 
ee 


ds 
do 


Pr [} Es 0 je) co) 
= 70, mıtmnn 7 cos ® OPER — Us 
2 t $ 


oder 7? cos 0 dv—=ado 72472 +? cap? 103 


Verbindet man mit dieser ‚Gleichung 
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dr ee 05 o sin © 


2 2 —- — a En 
r? (r—eecoso?’) — b eo" 


um 7 und dr zu eliminiren, so kommt 


de {2 —ee(2— ee) cos so 


de = a —— 
2 cos® {b? cos 9% —a” —-e?.a? cosQ?\: Tı—eecosp°Y 

Da die Endpunkte der Curve als gegeben angesehen werden, so 

fällt die Grenzgleichung weg, und die beiden Constanten werden durch 


eben diese Bedingungen bestimmt. 


x 


do 


Bemerkenswerth ist die Gleichung r? cos 9? Gr># Bezeichnet 


man nehmlich mit 90° — 4 den Winkel, welchen in dem Punkte auf 


der Oberfläche des Sphäroids, dessen Coordinaten r, 9, ® sind, die 
_ Tangenten mit einander bilden, von denen die eine der in Rede ste- 
henden Curve und die andere dem Kreise angehört, den man erhält, 
wenn man durch den besagten Punkt eine mit der y, z parallele 


| do 
Ebene lest; so hat man offenbar rcos9 = = sin A; [olglich 
’ ds DEE. 


ELISE SUDAN, 
Bezeichnet man nun diese Grössen für den Endpunkt mit 7, 


©)» 2); so hat man 


Pa) C0s On sin Au = ri Cos Br sın Ay. 


Beeren daher A. A» 


aan. A die” Sechs Win 


kel an dreien auf einer sphäroidischen Fläche durch kürzeste Linien 


verbundenen Punkten, deren Coordinaten rin, 05 Fey» 9a; Ta» 99) 


sind; so hat man 


Tan) C05 On sin se 


(2) 


Ta) 605 05), sın A 


(1) 
(5) 


€ 


T(a) COS a, Sin he 5 


ra) COS 9, sin REN 


FG) cos Dir) ser BEE 


“ 
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folglich, indem man diese Gleichungen mit einander multiplicirt und 
die Resultante durch ru. Te). "a COS Pin. COS Pay. cos Q,, dividirt, 
sin Ar, sın Aa, sin Ay = sin Au sin Ay sin AP) 
für jedes sphäreidische Dreieck. | 
%. 81. 

Es sind zwei Curven im Raume gegeben, auf einer von welchen 
sich ein Körper nach einem bekannten Gesetze der Geschwindigkeit 
bewegt; man wünscht beide durch eine dritte Linie zu verbinden, 
vermöge welcher der Körper in Folge der Schwere in der möglich 
kürzesten Zeit von der einen zur andern gelange, vorausgesetzt, dass 
die Bewegung auf der dritten Curve mit der Geschwindigkeit ange- 
fangen werde, die der Körper im Durchschnittspunkte dieser mit der 
ersten besitzt, und in einem Mittel geschehe, dessen Widerstand einer 
gegebenen Funktion der Geschwindigkeit proportional ist. 

Bezeichnet man die rechtwinklichten Coordinaten eines beliebi- 
gen Punktes der gesuchten Curve mit x, y, z, von denen die erste 
als vertikal, die beiden übrigen also als horizontal gedacht werden; 
die Winkel, zwischen der Normale dieses Punktes und den Coordi- 
naten-Axen mit s, e, €, und die Winkel zwischen der Tangente die- 
ses Punktes und den Coordinaten-Axen mit @, @, @'; die Schwere 
mit g, den Widerstand des Mittels mit 42, den der Curve mit N, den 
Bogen mit s und die Zeit mit £: so hat man nach geometrischen 
Grundsätzen; 
cos e?-L- cos €? cose?=1, (7), Zoos st "Yoos e+ 2e0os € =o,(IT), 

5 — cos, Y_ cos w,; ne = cos wo, (III); 
und nach dynamischen Lehren 
d?r- 47% 


n d? 
em g-Mcoswu—Ncoss, 7 — Mcosw—Ncos ne =—-Mcosw—Ncose”. 


KAP. IV. EINIGE BEISPIELE. 251 


Multiplicirt man von den drei letzten Gleichungen die erste mit 
dx, die zweite mit dy, die dritte mit dz, und addirt die Resultanten zu- 
sammen: so erlangt man, mit Rücksicht auf die Gleichungen (AN, CIZ3 


und um, 
2 .g2 2 ’ 
dx een urban dz d?z — gdx — Ms, 
folglich EHLEE —_ (de —Mds), 
. VIrHg Fe 
und daher > 
| er: _ Mds)y’ 
welche Grösse also, vonx= =abis « = erstreckt, ein Minimum 
seyn muss. | 
Setzt man nun a so ist u=2/(gdc— Mds); 
mithin V RG dr 
“ Ra o,undi=/ d« ae 
27,6 de ++ # ; en 


Da M eine Funhtion der Geschwindigkeit, folglich auch eine 
Funktion von z, dem Quadrate der Geschwindigkeit, repräsentirt, so 


hat man, indem man variirt, 


dy dey dz dyz 
| de dei Vera tar } 
ve dr ut U 
j “ 
[7 er +5 en dx? nr 
und dy day as dz d}z 

ddu dz dx dz dx \ 
zer +2 .) ir + we V IB Dear Ver au 70 TR, 

I he RER rMraSE 

dx? da? 


Multiplicirt man, nach Vorschrift des $’s 63 diese Gleichuug mit 
dem Factor A, addirt sie darauf zu di hinzu, und transformirt den 
resultirenden Ausdruck; so kommt _ 
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dx? dx? dx: 2 
Wr ur 
UT I ir d& + N 21 (77) v, en Sn Ei N 1a 
{ 333 HAN de ardr j 
TS RER d E 
ATZE EA VORERTZBIEET Ha u+ a 
Da Te I, dpa ee 
woraus sich die drei Gleichungen 
T dy RER \ dz 
yur?r#)% Zutr MG 
ler Men der ray 
Var dee n,de> Vor Pe re 
1y d 
v: &= da FE dA dM/ V dy? .dz 
ee \ wi IT dar tage = 9 


nn 


2 aid? 12? | 


die vier Grössen y, 2, u, A bestimmt werden müssen. 
Integrirt man die erste und zweite, so kommt 


Am), erenge)ls 
mtem)E re, 

a Apr de 
Vıre+ rer 


aus der Verbindung von welchen ; 


dz d N 
ee m=o, mithin u2 — BY =Yy 


a5 
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folgt, wo a, ß,y drei beliebige Constanten bezeichnen. Da letztere 
“ Gleichung die Gleichung einer auf der von y, z senkrechten Ebene 
ist, so folgt, dass die gesuchte Curve von einfacher Krümmung und 
in einer senkrechten Ebene befindlich ist. 

Setzt man nun der Kürze wegen eva ER ZAM in (WI), - und 
a? + A 


dz 2 
Fe jz, 50 kommt, indem man ——7 — = u? setzt, 
BR 
Vita: +u 


DU 


ai: fa - Vo = 0 (HN, 


in 


= —2542MV ıtuG = 0700). 


- ER man (/) und An, so kommt 5 
Ä RR 


| 2 d ® dx® 
de _ _du Z— 2, = 2 2M u u gg 
2 - ) = ı u a 
mithin, indem man zwischen diesen an den Gleichungen (ZIT) und 
dp da 
(IV) die drei Grössen 5 ve und a —_ 2A ( (u) eliminirt, . re 
d’y 
dA da 
25 dx + & dy? = 0, 
. da? 


von welcher das Integral 25 = ne + ist. Die Elimination von Au 
| ind 

® Be u yuisched dieser Gleichung und (7), (I); (IY’) wird eine 

Gleichung zwischen x und y mit einer neuen Constante n geben, 

aus welcher sich ferner durch Verbindung mit 22 — @y=y die Be- 


ziehung zwischen x und z ergiebt. 
I) 
[30 
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$. 82. 
Die Bedingungen der vier obigen Gleichungen als erfüllt | betrach- 
tet, TERRRIENAIC sich Br 2 


a 
Mm M 
a Zr ya eg aan ! 
VE de Vor: Er 
Da aber Ir ‚du, 
RT IFA A ee dy? dz? „dry 
Ze rer ii 
| ıtu d zZ 
Van in 
: P dx? 2 2 
ıst; SO ıst _—— Vi + u? Konrgtız 
gm 9 
— P a — 219-7 = 


d 
=, + au? Br — ER = A; 
d& RE, 

und daher der Werth von dt gleich 


tan: 2 IT MSHA re: Ä Hady + Bd + au, 
da | 

dessen Betrag also von x = a bis x—5 gleich Null seyn muss. Da 
die beiden Grenzen unabhängig von einander sind, so ergeben sich 
Fe die Gren2gleichungen 


ee ee Ruh 20 ae "n ady (2) *b Bd mA: 2) Kette == 0, 
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dur 
Ir rau" Ken Fk gt: 2) -_ 24 elya + Plz Ro duo, 
la 


Die erste Grenz- ee sei gegeben durch die Gleichungen 


0) (%; D) = 0, Xu )= 
And das Gesetz für die ee der Ben des Körpers 


längs dieser Curve u=Y (x, Y 2) ; so hat man nach Seite 135 

dyıı dyıı d dzc 

Ya) Ayı atdyu=o,(“ 1 ae da-Hzı)=0, 32n=(” werte oo 
dya) dz 2 


da d 
nachdem in dt mit dy = 0, d2 = 0 auch du = o wird; und daher 


L 
„Ya dycı 
adyıyt-ßdzut Andug) =| - au? en Hat ru(S r-)} n- 
ya, - 
\ di 6; dr d ı) dy dz I 
He 
,) dya) dza) 


- Substituirt man diesen Werth, und überlegt, dass 


dun, __ (8 Ydym "yı\ da 
‚dent, ee da Br n. da 
ist; so geht die Grenzgleichung über in 


7 
& dy dycn dz(!) 
re EHE 
8 
Für die zweite Grenz-Curve seien die Gleichungen 
Bayer: ! made 


 Alsdann hat man, wie oben, 


Ge - ar er Ya (Tr _ GP) +30=0; 


(< d 2 dz q dz 2\ - 
an ya Ann [oe HE) ae Shen 
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Substituirt man diesen Werth in der zweiten eh und 


» Im _ Saal —g En is 


überlegt zugleich, dass u? =eu 7, ‚so geht die- 


selbe über in 


wat are 
\ dd 


dz(a) 


— 2Ac) 8 .. A) "7 a —- A 2) du = pe; ee 


Da di, durch eine Differenzial-Gleichung gegeben, eine von 
dy. dz abhängige Integral-Formel enthält; so bleibt diese Grösse be- 
liebig, und die letztere RE zerfällt in 


ös 2 ; 2 | ; eo eo 
Ag) = 0, nz +27 > +7 nn — o, von denen die zweite, da 
do | 
| a dee , Ay dycy | 42a) de 
ra a ENT 5 Ta 
db 


führt, aus welcher hervorgeht, dass die gesuchte die zweite Grenz- 
Curve unter einem rechten Winkel schneidet, wie auch das Gesetz 
des Widerstandes sei. Die Gleichung A.) = o dient zur Bestim- 
mung der in A enthaltenen beliebigen Constante £. Es ist nehmlich 


= re AR son L : 
2ERSe ya Polsce 0 a 0 aruithin u EEE on) 


dx dx’ dd 
I ı) N DE } 
Hiernach ist Ayu= 2 la or %5 ‚ aus welcher, in a: 
(da db 2 


mit (A) und (DB) und den übrigen acht, aus den Gleichungen für die 
drei Curven entspringenden, die sechs Coordinaten der beiden End- 
punkte und die vier Constanten a, @, y, n bestimmt werden müssen, 


IE 
Setzt man, welches der einfachste Fall ist, * (x, y, 2) = const., 
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eh Bl EN EN Au 
so ist u On =o, em) 0, 9) 0, 
und die lichung (£) verwandelt sich in 


Yo uk 1 
BE VRR ö r fe 87 ag ar 35) 


En ) 
da db 


da 


dye) __ au dzce) i .,y° dyan aR (2) din) dzo) 
und ru ist; mithin ı + at a a u > °- 


woraus folgt, dass in diesem Falle die ih an Ki al End- 
punkten, von denen die eine der gesuchten, die andere aber der er- 
sten Grenz-Curve angehört, rechte Winkel bilden. 

Setzt man hingegen die anfängliche Geschwindigkeit gleich derje- 
nigen, die ein Körper erlangt, indem er sich im luftleeren Raum, in 
Folge seiner Schwere, von einem Punkte, dessen Coordinaten pP» 9 
und r sind, längs der Grenz-Gurve bewegt; so ist vu — 2edz, von 
x = p bis «& = x erstreckt; mithin 

u=2e (ep) =YT( % 2) 


RL, 


= 0 
\diu 
und die Gleichung (2) geht über in 


& dyn dz., 
7 te + mo 


ed, 


folglich 


dycn 
da i 
| dya) dyc) dz: ae :) 
BAER I "da da Ente Par Ki 


nach welcher die gesuchte Linie die Grenz-Curve unter einem rech- 
ten Winkel schneidet. Es bedarf wohl kaum der ausdrücklichen Be- 
merkung, dass die Resultate dieses $’s von dem Gesetze des Wider- 
standes vollkommen unabhängig, mithin allgemein gültig sind, 


% 
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"Um die am Schlusse des $'s 8ı besagte. Elimination auszuführen, 
muss M als Funktion von u gegeben seyn. Der Fall, wo M=o ist, 
oder die Bewegung im Aluftileeren Raum ‚geschieht, ist unstreitig ‚der 
einfachste, Alsdann hat man nehmlich 

dy 
IE Va _ REDEN 1 - 280, 
V te Inh 
von welchen Gleichungen die letztere giebt 
u=2gcH(; 
wo C eine von der primitiven Geschwindigkeit anhängiee Constante 


bezeichnet. :Setzt man das EN dieser gleich Y (a, Yes 2); so 
hat man 2 (a, Yo 20) = 2ga + c, 
folglich u=2g(—0)-+ Yl(a, yo. a) 


Die erste der - obigen Gleichungen ‚giebt endlich V_ hi Arie.‘ ‚ 
Vz-wu 
welche, durch die Substitution des Werthes von z, in die der ge- 
wöhnlichen Cycioide ‚übergeht, und 2 5ı ‚ausführlich behandelt wor- 
‚ den ist. Setzt man un = Y(a,y Yays ER ) = 0, und die Rene 82 
des Anfangs- und Endpunktes als gegelren voraus; so kommt man auf 
den Gesichtspunkt zurück, unter welchem diese Anfgabe zuerst in den 
dctis Eruditorum.:des Jahres 1696 den damaligen Mathematikern von 
Jonannn Bernouret, der sie Brachystochrone nannte, proponirt wurde, 
Nach Ablauf der festgesetzten Frist ‚erschienen vier Auflösungen, nehm- 
lich von Newron, LeipsiTz, Jaxog BexrnovLLı und pe L’Horıtar, Die 
Gleichungen des 9’s. 64 betreffen den Fall, wo der Widerstand 7 
der 2zten Potenz der Geschwindigkeit proportional gesetzt wird. 
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te | 


Unter der in $. 8r gemachten Voraussetzung wünscht man dieje- 
nige Curve zu bestimmen, längs welcher der fallende Körper in jedem 
Punkte seiner Bahn die grösste Geschwindigkeit besitzen werde. 

Bezeichnet man das Quadrat der Geschwindigkeit mit u, so ist, 
nach dem so eben erwähnten $, 


du RE ds? 

#984: M Vı+ CH = 0, 
wo M irgend eine Funktion von z repräsentirt, und u,vnx=a 
bis x = 5b genommen, ein Maximum seyn muss. Variirt man diese 


Gleichung nach Vorschrift des $’s. 27, multiplicirt diese mit einem 


Factor A a integrirt die Resultante; so kommt 
dydiy , dz d}2 


RE 263 
Adı ce: Ar a a ta FE oa = RE e—- 


man A a dass 


TarTr2A te Viren ne 


werde, so geht die Gleichung über in 
dydöy | dzdiz 


+ 
Adu 4 2AMde de de ' de de = G; 


dy? ‘dz? 
It dseN dire 


Die fernern Vorschriften des zuletzt erwähnten $’s. beruhen auf 
der Voraussetzung, dass die Grenzen von u als constant angesehen 
werden. Folgendes kann daher als eine Verallgemeinerung dieser 
Methode betrachtet werden. 

Die obige Gleichung nehmlich enthält eine Beziehung für du, so 
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fern diese Grösse von dy und dz abhängig ist. Bezeichnet man diese 
mit du; Bi die Teotalität der Variation mit du; so ist -.s.%. 


du=du De 0 und daher die Gleichung, 


dydiy , dz d?z 
u de de z dz 
Erlen ® 
u a 
dydiy | dzdz 


; dx dx zE dz de 
Bezeichnet man nun AR en nl 


T., und für x = 5 mit Tu); so erlangt man 


i dur ı) dur Y | 
e) 1 —0 5 o=Aat x Yu —(Ant I yo un a d @—Aa) 7 = „0 wir. „To 
dy diy dz d’z_ 


| dx dz + de de | | 
oder, da to Tom for de Re ee ‚ von x=b bis 2b 
1 17 dx? 
genommen, 


du — un = (At 1) PR een , 9b — (Aut 3) But a 2 da 


Ä wa sam aid i 
Se] tee 
' mu % 
"dr® Ay MS dya (3) ndzei n 
V+4R Ver ee 


Tax: db? A702 
ae ı dz?,, 
Ms Er Au Mu 20 2A My 
He a) an de ET ee 
Vie ar @) ., „d2® (a) V + Yard a) V; 4% a de’) e) 


da? "da: Tas das 
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die Integrale von x = a bis x =D genommen. Damit nun diese 


Grösse gleich Null sei, hat man offenbar 


sam AM 
E o,d Bern =—o 
dp Ay am) RS. 7 
v: Haste: \Z azatde: 
AM 3 AM Dr 
thin Er dz- A dx 2 
amt :&; nr 
Dede” | dy? dz* 
en nee Vı+; rn 
' d iR 
folglich Bern Ex — o, und daher ß)y— ax=y; woraus hervor- 


geht, dass die gesuchte Linie sich in einer, auf der von y, z senk- 
\ Blei, dz f ; 
rechten Ebene befindet, Eliminirt man dj, aus den vorigen Gleichun- 


2 2 


gen, so erhält man, — 5 = w? setzend, 


OA VE 
m IM da 
N u e 52 ler KM“ f .- ae =9,- PER ANY i+£? = = 0, 


Mare da? 


aus denen 4, u» A bestimmt werden müssen, Durch eine, der des 


gs. gı analoge Behandlung erhält man 


In Folge der obigen Gleichungen reducirt sich der Werth von 


Olten — EILZER auf 
| [301 
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O+ 1) dun— An Ben db + dw rn 83 2(e) 


0 


— (oT 1) Sum 4 da — N, es Bzw 


welcher Ausdruck, da die an unabhängig von einander sind, die 
tsleic) hungen 


(A) - 1) AR, rs Ad. Se z da +adya) — Bdzx wi 0% 
(As) + I) Ol) ii A) ine db + air — Si Be 


verschalft; oder, da A = Be rag Bi ni N 


dz s ® Dar. 
6 —. 1-8 I, Ist, nach den obigen Gleichungen, 


dyaı dar. Mut 
(Aus + I) a Cr m ß da ) oa + aöyn Ar Bodzu Fa 


i & dzca 
Re +2 Bun (La nn d =) LES ala He 


Mit Beziehung auf die erste a hat Hi, da un F(a,y120) ist, 


du) Er dat (7) ya + (2 ) dan 


da) 


da Ra; 
Substituirt man diese Werthe, so kommt 


1 > 1 | 18 
(SE N \Ja-Hiywo (da) dx "\datdsy=a, 


x 
dy dyan Ah  dya dzry dz ) Re 
Sr or = er 1)(- )( darge ne) — Our) (7 da Be) 


EN dya; 


\E) 
X 


& 
] 
OYıı) 2 dz u [7 
r db u — — Veran ne Os, A ® 
Für die zweite Grenze hat man 


/dYt2) d; Y N dz 2) d2.a t 
ae A + do = 0. (I Tot dan=o; 
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wodurch die ‚Gleichung übergeht ın 
d (2 d 2, | 
(Ay -- 1) Te (er Ye — ß 55 “N da o, 
welche, da dw.,, eine Integral- Sa: en unbestimmt bleibt, zu 
! Atoy - 2,0 und © — ( „Ve er, de ee N 2 (2) 


führt. Die erstere dieser Ren dient zur Bestimmung der in 


A enthaltenen Constante (. Denn, da 2zgA = a +list so hat man 
dx 
Ba watte-2 28 folglich =— (28 Er va) 
dd dd 


welche, in Verbindung mit (f) und (2) die beiden Grenzgleichungen 


darstellt. Für den Fall, wo Y (a, Yins 2) = Const. ist, reducirt sich 
.die Gleichung (2) auf » 


RR EN ARE LIE 


db EU Te 
aus welcher, in Verein mit der Gleichung (3) hervorgeht, dass als- 


dann die Tangenten an den Grenz-Uurven parallel mit einander sind. 
Die Gleichung des $’s. 55 betrifit den Fall, wo der Widerstand 
der ‚2nten Potenz der Geschwindigkeit proportional gesetzt wird. 


BREI SAIEEONEMRRRER EEOREERRRRRRBAEEBRSSSORRBOSERILESERRIRBN BEFRSE 
Berlin, gedruckt bei Lovis Quıien, 
Kronen-Strasse No. 48. 


